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Основная цель этого обзора – дать представление о современном состоя-
нии тех разделов теории независимых функций, которые связаны с вопро-
сами геометрии функциональных пространств. “Величина” суммы неза-
висимых функций оценивается как в терминах классических моментов,
так и в терминах норм симметричных пространств. Наибольшее внима-
ние уделяется неравенству Розенталя и различным его обобщениям, гра-
ницам их распространения на симметричные пространства. Центральная
роль при этом принадлежит конструкции оператора Круглова, развитой
в последние годы. В обзоре приведен также ряд приложений к геометрии
банаховых пространств. В частности, рассматриваются варианты клас-
сических неравенств Морэ–Хинчина, изоморфизмы симметричных про-
странств на отрезке и полуоси, а также описание класса симметричных
пространств, в которых любая последовательность симметрично и одина-
ково распределенных независимых случайных величин порождает гиль-
бертово подпространство.
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1. Введение

Последовательности независимых функций являются предметом изучения
как теории вероятностей, так и теории функций и функционального анализа.
Основная цель этого обзора – дать представление о современном состоянии тех
разделов их теории, которые связаны с вопросами геометрии функциональных
(прежде всего, симметричных) пространств. В центре нашего внимания будут
неравенства, так или иначе связанные с описанием подпространств, порожден-
ных последовательностями независимых функций в пространствах измеримых
функций. Пионерской в этом отношении явилась работа Х.П. Розенталя [1], где
были доказаны замечательные неравенства, позволившие описать изоморфные
типы таких подпространств в Lp-пространствах. Хотелось бы также упомянуть
две следующие тематически близкие обзорные статьи, опубликованные ранее
в “Успехах математических наук”. В первой из них [2], написанной В.Ф. Га-
пошкиным в 1966 г., в центре внимания находятся теоретико-функциональные
свойства последовательностей как независимых, так и слабо зависимых (лаку-
нарных) систем функций (сходимость и абсолютная сходимость, интегрируе-
мость, предельные теоремы, закон повторного логарифма и т. д.). Второй об-
зор [3], авторы которого – Г. Пешкир и А.Н. Ширяев, написан гораздо позднее
и посвящен изучению важнейшей и в то же время наиболее простой из систем
независимых функций – системы Радемахера, возможности переноса ее свойств
на общие мартингальные последовательности. Отметим, что изучению этой же
системы, но только с точки зрения ее поведения в симметричных функциональ-
ных пространствах, посвящена также недавно опубликованная книга [4].
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Речь в обзоре будет идти, в основном, о следующей задаче: предположим,
что {fk}∞k=1 – последовательность независимых случайных величин (с. в.) на
некотором вероятностном пространстве. Требуется каким-то образом оценить

“величину” сумм Sn =
n∑
k=1

fk (n = 1, 2, . . . ). В случае, когда последователь-

ность {fk}∞k=1 состоит из одинаково распределенных с. в. с нулевым математи-
ческим ожиданием и конечной дисперсией σ2 > 0, эта проблема, разумеется,
восходит к основаниям теории вероятностей. Давно известно, что при этих
условиях пределом вероятностей P{Sn/(σ

√
n ) > τ} при n → ∞ будет стан-

дартное гауссовское распределение. Обобщениям и уточнениям этого фунда-
ментального факта посвящено необозримое количество статей и монографий
(см. любой достаточно развернутый курс теории вероятностей). Наш подход
иной: нас будут интересовать не асимптотические, а приближенные решения
этой задачи. При этом в качестве “меры” |Sn| будет рассматриваться не “хвост”
распределения суммы, т. е. величина P{|Sn| > τ} (его оценкам также посвящено
большое количество исследований), а норма ‖Sn‖X в том или ином функцио-
нальном пространстве X. Прежде всего, конечно, с этой точки зрения важна
информация о классических моментах сумм ‖Sn‖p = (E|Sn|p)1/p (p > 0). В этой
связи возникает задача найти величину An (как можно более простую) такую,
что для некоторой константы C > 0 выполнено:

C−1An 6 ‖Sn‖p 6 CAn (p > 0).

Этот вопрос будет в центре нашего внимания в первой части обзора (раздел 3).
Хорошо известно, насколько отличается поведение сумм независимых функ-

ций в пространствах Lp при конечных p и в пространстве L∞. При этом проис-
ходящим явлениям, как правило, нельзя дать объяснение, находясь “внутри”
Lp-шкалы. В то же время это можно сделать, выйдя за ее пределы и рассматри-
вая общие симметричные пространства функций. Об этом пойдет речь во вто-
рой, главной части обзора (разделы 4–6). Нас, в основном, будут интересовать
обобщения неравенства Розенталя (см. п. 3.1), границы его распространения
на симметричные пространства. Как мы увидим в дальнейшем, последнее на-
прямую связано с возможностью сравнения сумм независимых и дизъюнктных
функций. Центральное место занимает здесь конструкция так называемого
оператора Круглова, которая была введена авторами обзора и имеет своим
истоком одноименное свойство симметричного пространства, принадлежащее
М. Ш. Браверману. Этот подход позволил использовать многочисленные пре-
имущества операторного языка, например, применять теорию интерполяции
операторов. В третьей и последней части обзора (разделы 7–10) рассматри-
ваются приложения к вопросам геометрии симметричных пространств. Так,
в терминах свойств оператора Круглова дана характеризация симметричных
пространств, в которых справедлив вариант неравенства Хинчина, найдены
наиболее широкие на сегодняшний день достаточные условия, при которых
симметричные пространства на [0, 1] и (0,∞) изоморфны между собой, решен
ряд других задач.
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Упомянем о еще двух важных направлениях, напрямую относящихся к дан-
ному обзору, но не включенных в него в связи с ограниченностью места. Пер-
вое направление достаточно полно отражено в работе [5], где устанавливается
прямая связь между ограниченностью оператора Круглова и ограниченностью
оператора случайных перестановок, естественным образом описывающего хо-
рошо известные неравенства С. Квапеня и К. Шютта [6], [7]. Второе относится
к некоммутативной теории вероятностей, когда измеримые независимые функ-
ции заменяются соответствующими последовательностями операторов. Мы от-
сылаем читателя к работе [8], где получены некоммутативные неравенства Ро-
зенталя. Библиографии в [5] и [8] дают, на наш взгляд, неплохое представление
о развитии указанных направлений.

Изложим здесь же наиболее важные классические результаты, ставшие сти-
мулом для дальнейших исследований. В 1923 г. А.Я. Хинчин в работе “Über
dyadische Brüche” [9] доказал свои знаменитые неравенства, которые мы при-
ведем в форме, принятой в теории функций, используя функции Радемахера
rn(t) = sign sin 2nπt, 0 6 t 6 1 (n ∈ N).

Теорема 1 (неравенства Хинчина). Для любого 0 < p < ∞ существуют
такие константы Ap > 0 и Bp > 0, что для всех n ∈ N и произвольных
a = (ak)nk=1 ∈ Rn выполнено неравенство

Ap‖a‖2 6

∥∥∥∥ n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
p

6 Bp‖a‖2, (1)

где, как обычно, ‖f‖p – норма в пространстве Lp[0, 1], а ‖a‖2 =
(∑

k

|ak|2
)1/2

.
При этом Bp 6

√
p (p > 1) и Bp ∼

√
p/e при p→∞.

Эта теорема показывает, что Lp-нормы полиномов по системе Радемахера
эквивалентны нормам последовательностей их коэффициентов в l2. С точки
зрения геометрии пространств последнее означает, что система Радемахера эк-
вивалентна в Lp[0, 1] (0 < p < ∞) каноническому базису в l2. Классическое
доказательство теоремы 1 можно найти, например, в монографии [10; § 4.5]
или в самом начале обзора [3]. Обобщением неравенств Хинчина явились нера-
венства Марцинкевича–Зигмунда [11], опубликованные в 1937 г. (позднее было
доказано, что при выполнении условий следующей теоремы система незави-
симых функций даже эквивалентна системе Радемахера по распределению [4;
теорема 8.4 и следствие 8.3]).

Теорема 2 (неравенства Марцинкевича–Зигмунда). Пусть {fk}∞k=1 – си-
стема независимых функций на [0, 1], удовлетворяющая условиям:

‖fk‖2 = 1, ‖fk‖∞ 6 M,

∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k ∈ N). (2)

Тогда для каждого p > 1 существует константа CM,p > 0, зависящая лишь
от M и p, такая, что для любого n ∈ N и произвольных a = (ak)nk=1 ∈ Rn
выполнено:

C−1
M,p‖a‖2 6

∥∥∥∥ n∑
k=1

akfk

∥∥∥∥
p

6 CM,p‖a‖2. (3)
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Последняя теорема – простое следствие доказанной в [11] (см. также [12; тео-
рема 2.5]) экспоненциальной оценки для распределения полиномов по системе
независимых функций, имеющей свойства (2).

Теорема 3. Если система независимых функций {fk}∞k=1 удовлетворяет
условиям (2), то для любых n ∈ N, ak ∈ R и τ > 0 справедливо неравенство

λ

{
t ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣ n∑
k=1

akfk(t)
∣∣∣∣ > τ‖a‖2

}
6 2e−τ

2/(4M2). (4)

Заметим, что значительно раньше, в 1929 г., оценки распределений сумм
независимых функций, подобные (4), были доказаны А.Н. Колмогоровым [13].
При этом в отличие от предыдущих результатов они справедливы не только
для систем равномерно ограниченных функций.

Теорема 4 (неравенства Колмогорова). Пусть {fk}∞k=1 – система ограни-
ченных независимых с.в. таких, что Efk = 0 (k = 1, 2, . . . ). Обозначим

mk = ‖fk‖∞, Mn = max
k=1,...,n

mk, bk = Ef2
k , Bn =

n∑
k=1

bk.

Тогда для любых n ∈ N и τ > 0

λ

{
t ∈ [0, 1] :

n∑
k=1

fk(t) > τ

}
6 e−τ/(4Bn), если τ >

Bn
Mn

,

и

λ

{
t ∈ [0, 1] :

n∑
k=1

fk(t) > τ

}
6 e−τ

2/(4Bn), если τ 6
Bn
Mn

.

Позднее, в 1959 г., Ю.В. Прохоров [14] доказал следующее замечательное
усиление этих неравенств.

Теорема 5 (неравенство Прохорова). Пусть выполнены условия предыду-
щей теоремы. Тогда в тех же обозначениях справедливо неравенство

λ

{ n∑
k=1

fk > t

}
6 exp

(
− t

2Mn
arcsh

tMn

2Bn

)
.

2. Определения, обозначения, предварительные сведения

Пусть (T,Σ, µ) – пространство с σ-конечной мерой µ, заданной на σ-алгебре
Σ подмножеств множества T . Совокупность всех почти всюду (п. в.) конеч-
ных измеримых вещественнозначных функций (классов эквивалентности) на T
c естественными алгебраическими операциями и топологией сходимости по ме-
ре µ на множествах конечной меры является линейным топологическим про-
странством, которое мы будем обозначать через S(T,Σ, µ). Как обычно, функ-
ции, совпадающие почти всюду, отождествляются, а запись x 6 y (x, y ∈
S(T,Σ, µ)) означает, что x(t) 6 y(t) при почти всех t ∈ T . Далее нас будут
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интересовать, главным образом, случаи, когда T – это отрезок [0, 1] с мерой
Лебега λ, n-мерный [0, 1]n (n ∈ N) или бесконечномерный [0, 1]∞ куб с мерой
n∏
k=1

λk или
∞∏
k=1

λk соответственно (λk – мера Лебега на [0, 1]), а также полуось

(0,∞) с мерой Лебега. Во всех случаях, кроме последнего, мы получаем веро-
ятностные пространства, изоморфные между собой. Так, например, в случае
[0, 1] и [0, 1]n это означает, что существует сохраняющее меру отображение δ,
действующее из [0, 1] на [0, 1]n. Пространство S(T,Σ, µ) в этих случаях будет
обозначаться через S(0, 1), S([0, 1]n), S([0, 1]∞) и S(0,∞) соответственно. Всю-
ду в дальнейшем χB(t) обозначает характеристическую функцию множества B,
т. е. χB(t) = 1, если t ∈ B, и χB(t) = 0, если t /∈ B.

Основной объект обзора – последовательности независимых функций, а “аре-
на”, на которой они рассматриваются – симметричные (перестановочно инва-
риантные) пространства на [0, 1] и (0,∞). Далее нам понадобятся лишь самые
элементарные факты из теории вероятностей.

Определение 1. Набор случайных величин (с. в.) {fk}nk=1, определенных
на вероятностном пространстве (Ω,Σ,P), называется независимым, если для
любых интервалов Ik на прямой R справедливо равенство

P{ω ∈ Ω : fk(ω) ∈ Ik, k = 1, . . . , n} =
n∏
k=1

P{ω ∈ Ω : fk(ω) ∈ Ik}.

Последовательность с. в. {fk}∞k=1 называют независимой, если для каждого
n ∈ N набор {fk}nk=1 независим.

Напомним также, что с. в. f называется симметрично распределенной, ес-
ли величины f и −f одинаково распределены. Через Ff (x) в дальнейшем
будет обозначаться (традиционная для теории вероятностей) функция рас-
пределения, а через θf (t) – характеристическая функция с. в. f , т. е. θf (t) =∫ ∞

−∞
eitx dFf (x).

Пусть (Ω,Σ,P) – вероятностное пространство, f – интегрируемая с. в., опре-
деленная на нем. Если R – σ-подалгебра σ-алгебры Σ, то существует и един-
ственна (с точностью до меры нуль) R-измеримая интегрируемая с. в. ERf ,
которая для всех B ∈ R удовлетворяет равенству∫

B

f(ω) dP(ω) =
∫
B

ERf(ω) dP(ω) (5)

[15; теорема 1.1]. Случайную величину ERf называют условным математи-
ческим ожиданием f относительно σ-алгебры R. Кроме того, как обычно,

Ef =
∫

Ω

f(ω) dP(ω).

Понятия и результаты из теории симметричных пространств будут исполь-
зоваться гораздо интенсивнее. Поэтому мы уделим ей бо́льшее внимание, огра-
ничившись, в основном, пространствами функций, определенных на [0, 1] (по-
дробнее см. монографии [16]–[18]).
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Пусть J = [0, 1] или (0,∞). Для функции x = x(t) ∈ S(J), x > 0, вве-
дем функцию распределения, принятую в теории функций: nx(τ) := λ{t ∈ J :
x(t) > τ} (τ > 0). Она неотрицательна, не возрастает и непрерывна справа.
Две неотрицательные функции x, y ∈ S(J) называются равноизмеримыми, ес-
ли nx(τ) = ny(τ) (τ > 0). В частности, любая функция x ∈ S(J), x > 0,
равноизмерима со своей невозрастающей непрерывной слева перестановкой

x∗(t) := inf{τ > 0 : nx(τ) < t} (t ∈ J).

Для произвольной x(t) ∈ S(J) через x∗(t) обозначается перестановка функ-
ции |x(t)|.

Определение 2. Банахово функциональное пространство X ⊂ S(J) назы-
вается симметричным, если: 1) из того, что x ∈ X, y ∈ S(J) и |y(t)| 6 |x(t)|
п. в., следует, что y ∈ X и ‖y‖X 6 ‖x‖X ; 2) из того, что x ∈ X, y ∈ S(J)
и функции |x(t)| и |y(t)| равноизмеримы, следует, что y ∈ X и ‖y‖X = ‖x‖X .

Любое симметричное пространство X на J линейно и непрерывно вложено
в отделимое линейное топологическое пространство S(J) [19; теорема 4.3.1].
Это означает, в частности, что из сходимости ‖xn−x‖X → 0 (xn, x ∈ X) следует
сходимость xn → x по мере λ на множествах конечной меры из J . Если X

и Y – банаховы пространства, то запись X ⊂ Y всюду в дальнейшем означает,
что X линейно и непрерывно вложено в Y ; тогда, в частности, для некоторой
константы C > 0 и всех x ∈ X выполнено неравенство ‖x‖Y 6 C‖x‖X . Не
ограничивая общности, будем всегда предполагать, что ‖χ[0,1]‖X = 1. Тогда,
как нетрудно проверить [16; теорема 2.4.1], для произвольного симметричного
пространства X на [0, 1] выполнено: L∞ ⊂ X ⊂ L1, причем ‖x‖X 6 ‖x‖L∞
(x ∈ L∞) и ‖x‖L1 6 ‖x‖X (x ∈ X). В дальнейшем часто будет использоваться
следующее утверждение.

Предложение 1 [16; следствие 2.4.2]. Пусть X – симметричное прост-
ранство на J , x ∈ X , y ∈ S(J). Если для некоторого C > 0 и всех τ > 0
выполнено n|y|(τ) 6 Cn|x|(τ), то y ∈ X и ‖y‖X 6 max{1, C}‖x‖X .

Если X – симметричное пространство на J , то двойственное (или ассоции-
рованное) пространство X× состоит из всех y ∈ S(J), для которых

‖y‖X× = sup
{ ∫

J

x(t)y(t) dt : ‖x‖X 6 1
}
<∞.

Пространство X× также симметрично; оно изометрически вложено в сопря-
женное X∗; при этом X× = X∗ тогда и только тогда, когда X сепарабельно.
Любое симметричное пространство X непрерывно вложено в свое второе двой-
ственное, которое будет обозначаться через X××. Симметричное простран-
ство X называется максимальным (имеет свойство Фату), если из того, что
xn ∈ X (n = 1, 2, . . . ), supn=1,2,... ‖xn‖X <∞, x ∈ S(J) и xn → x п. в., следует:
x ∈ X и ‖x‖X 6 lim infn→∞ ‖xn‖X . Если симметричное пространство X обла-
дает аналогичным свойством при дополнительном условии x ∈ X, то говорят,
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что X имеет порядково полунепрерывную норму. Последнее эквивалентно то-
му, что X вложено в X×× изометрически [19; теорема 6.1.6]. Пространство X
максимально, если и только если его естественное вложение в X×× является
сюръективной изометрией [19; теорема 6.1.7]. Норма любого максимального
или сепарабельного симметричного пространства порядково полунепрерывна.

Приведем примеры симметричных пространств. Во-первых, это простран-
ства Lp (1 6 p 6 ∞):

‖x‖p =


( ∫ 1

0

|x(t)|p dt
)1/p

, 1 6 p <∞,

ess sup
t∈[0,1]

|x(t)|, p = ∞,

а также их обобщение – семейство пространств Lp,q (1 < p <∞, 1 6 q 6 ∞):

‖x‖p,q =


[
q

p

∫ 1

0

(
t1/px∗(t)

)q dt
t

]1/q

, 1 6 q <∞,

ess sup
t∈[0,1]

(
t1/px∗(t)

)
, q = ∞,

играющих важную роль в теории интерполяции операторов. Хотя функци-
онал ‖x‖p,q не субаддитивен, он эквивалентен норме ‖x‖′p,q = ‖x∗∗‖p,q, где

x∗∗(t) =
1
t

∫ t

0

x∗(s) ds. Нетрудно проверить [16; лемма 2.6.5], что Lp,q1 ⊂ Lp,q2

(1 6 q1 6 q2 6 ∞) и Lp,p = Lp.
Другим естественным обобщением Lp-пространств являются пространства

Орлича [20]. Если M(u) – функция Орлича, т. е. возрастающая выпуклая
функция на [0,∞), M(0) = 0, то пространство Орлича LM состоит из всех

таких x ∈ S(0, 1), что существует u > 0, при котором
∫ 1

0

M(|x(t)|/u) dt 6 1.

В дальнейшем в качестве нормы в этом пространстве мы будем использовать
норму Люксембурга ‖x‖LM = inf u, где точная нижняя грань берется по всем u,
для которых выполнено последнее неравенство. Особый интерес для нас будут
представлять так называемые экспоненциальные пространства Орлича. Как
легко проверить, каждая из функций

Np(t) := et
p

−
[1/p]∑
k=0

tkp

k!
(0 < p < 1) и Np(t) := et

p

− 1 (p > 1)

является функцией Орлича на [0,∞) (всюду далее [z] – целая часть числа z).
Соответствующее пространство Орлича LNp часто обозначается через expLp.
Кроме того, положим: expL∞ := L∞.

Напомним, что неотрицательная функция ϕ(t), определенная на [0, 1], назы-
вается квазивогнутой, если ϕ(0) = 0, ϕ(t) возрастает, а ϕ(t)/t убывает. В част-
ности, всякая неотрицательная возрастающая вогнутая на [0, 1] функция ψ(t),
ψ(0) = 0, квазивогнута [16; гл. 2, § 1, с. 67]. C другой стороны, всякая квази-
вогнутая функция ϕ(t) эквивалентна своей наименьшей вогнутой мажоранте
ϕ(t) [16; теорема 2.1.1], точнее, ϕ(t)/2 6 ϕ(t) 6 ϕ(t) (0 6 t 6 1).
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Важную роль в дальнейшем играет класс Ψ, состоящий из всех квазиво-
гнутых на [0, 1] функций ψ(t), удовлетворяющих условиям: ψ(0) = ψ(+0) = 0
и ψ(1) = 1. Если ψ ∈ Ψ, то пространства Лоренца Λψ и Марцинкевича Mψ

состоят из всех измеримых на [0, 1] функций x(t), для которых соответственно

‖x‖Λψ :=
∫ 1

0

x∗(t) dψ̄(t) <∞ и ‖x‖Mψ
:= sup

0<t61

1
ψ(t)

∫ t

0

x∗(s) ds <∞.

Через X◦ мы будем обозначать сепарабельную часть симметричного про-
странства X, т. е. замыкание L∞ в X. Заметим, что X◦ само является сим-
метричным пространством, которое сепарабельно, если только X 6= L∞ [16;
лемма 2.4.4]. В частности, пространство (Mψ)◦ может быть охарактеризова-

но как множество всех таких функций x ∈ Mψ, что lim
t→0+

1
ψ(t)

∫ t

0

x∗(s) ds = 0.

Нетрудно показать, что для каждого симметричного пространства X имеет
место равенство (X××)◦ = X◦.

Пространство Λψ сепарабельно и максимально, (Mψ)◦ сепарабельно, но не
максимально, напротив, Mψ максимально, но не сепарабельно. Справедли-
вы также следующие соотношения двойственности: (Λψ)× = Mψ и (Mψ)× =
((Mψ)◦)× = Λψ [16; теоремы 2.5.2 и 2.5.4].

Важной характеристикой симметричного пространства X является его фун-
даментальная функция φX(s) := ‖χ(0,s)‖X (0 6 s 6 1). В частности,

φLp,q (s) = s1/p (1 6 q 6 ∞),

φΛϕ(s) = ϕ(s) и φMϕ(s) = ϕ̃(s), где ϕ̃(s) =
s

ϕ(s)
.

Для любого симметричного пространства X функция φX квазивогнута на [0, 1]
(см. [16; теорема 2.4.7]), и если φ – фундаментальная функция симметричного
пространства X, то Λφ ⊂ X ⊂Mφ̃ [16; теоремы 2.5.5 и 2.5.7].

В каждом симметричном пространстве X на [0, 1] непрерывен оператор рас-
тяжения

στx(t) := x

(
t

τ

)
χ[0,min{1,τ}](t) (τ > 0)

и ‖στ‖X→X 6 max{1, τ} [16; теорема 2.4.5]. С его помощью определяются
нижний и верхний индексы Бойда пространства X:

αX := lim
τ→0+

ln ‖στ‖X→X

ln τ
и βX := lim

τ→+∞

ln ‖στ‖X→X

ln τ
.

Из приведенной оценки нормы оператора растяжения следует, что всегда вы-
полнены неравенства 0 6 αX 6 βX 6 1. В частности, αLp,q = βLp,q = 1/p,
а индексы Бойда пространств Лоренца и Марцинкевича совпадают с соответ-
ствующими показателями растяжения их фундаментальной функции [16; гл. 2,
§ 4, c. 138].

Далее нам понадобится понятие симметричного пространства случайных ве-
личин, определенных на вероятностном пространстве (Ω,Σ,P). А именно, ес-
ли X – симметричное пространство на [0, 1], то соответствующее пространство
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X(Ω) := X(Ω,Σ,P) состоит из таких с. в. f : Ω → R, что f∗ ∈ X, и ‖f‖X(Ω) :=
‖f∗‖X . Здесь, как и ранее,

f∗(t) = inf
{
τ > 0 : P{ω ∈ Ω : |f(ω)| > τ} < t

}
(0 < t 6 1).

Если пространство (Ω,Σ,P) изоморфно отрезку [0, 1], рассматриваемому с ме-
рой Лебега, то симметричные пространства X(Ω) и X мы можем (и будем)
отождествлять.

Важную роль в дальнейшем будут играть понятия и методы теории интерпо-
ляции операторов. Совокупность ~X = (X0, X1) двух банаховых пространствX0

и X1 называют банаховой парой, если они оба линейно и непрерывно вложены
в одно и то же отделимое линейное топологическое пространство. Для бана-
ховой пары (X0, X1) можно определить пересечение X0 ∩X1 и сумму X0 +X1

как банаховы пространства с нормами

‖x‖X0∩X1 = max
{
‖x‖X0 , ‖x‖X1

}
и

‖x‖X0+X1 = inf
{
‖x0‖X0 + ‖x1‖X1 : x = x0 + x1, xi ∈ Xi, i = 0, 1

}
соответственно. Банахову пару образуют, например, любые два симметричных
пространства X0 и X1 на J , где J = [0, 1] или J = (0,∞), так как Xi ⊂ S(J)
(i = 0, 1).

Говорят, что банахово пространство X интерполяционно относительно ба-
наховой пары (X0, X1) (X ∈ Int(X0, X1)), если X0 ∩X1 ⊂ X ⊂ X0 +X1 и для
любого линейного оператора T , ограниченного в X0 и в X1, имеем: T : X → X.
В этом случае по теореме о замкнутом графике найдется такое C > 0, что
для любого T : Xi → Xi (i = 0, 1) выполнено: ‖T‖X→X 6 Cmaxi=0,1 ‖T‖Xi→Xi

.
Если в последнем неравенстве можно взять C = 1, то пространство X будем на-
зывать интерполяционным с константой 1. В частности, согласно классиче-
ской теореме Рисса–Торина [21; теорема 1.1.1] пространство Lp интерполяцион-
но с константой 1 относительно пары (Lp0 , Lp1) для любых 1 6 p0 6 p 6 p1 6 ∞.

Один из наиболее важных и в теории, и в приложениях способ построе-
ния интерполяционных пространств связан с использованием K -функционала
Петре, определенного на банаховой паре (X0, X1) следующим образом:

K (t, x;X0, X1) = inf
{
‖x0‖X0 + t‖x1‖X1 : x = x0 + x1, xi ∈ Xi

}
,

где x ∈ X0 +X1, а t > 0. Нетрудно показать, что если (X0, X1) – банахова
пара и x ∈ X0 +X1 фиксировано, то K (t, x;X0, X1) – непрерывная неотрица-
тельная возрастающая вогнутая функция относительно переменной t > 0 [21;
лемма 3.1.1]. Если X0 ⊂ X1 и ‖x‖X1 6 ‖x‖X0 (x ∈ X0) (соответственно X1 ⊂ X0

и ‖x‖X0 6 ‖x‖X1 (x ∈ X1)), то K (t, x;X0, X1) = t‖x‖X1 при 0 6 t 6 1 (соответ-
ственно K (t, x;X0, X1) = ‖x‖X0 при t > 1).

Две неотрицательные функции f(t) и g(t) далее будем называть эквивалент-
ными на множестве T (пишем: f � g (t ∈ T )), если для некоторой константы
C > 0 и всех t ∈ T выполнено: C−1f(t) 6 g(t) 6 Cf(t).
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В ряде случаев для K -функционала удается найти достаточно простое эк-
вивалентное выражение. В частности, для произвольного пространства с σ-ко-
нечной мерой и любого p > 1

K (t, x;Lp, L∞) �
( ∫ tp

0

(x∗(s))p ds
)1/p

(t > 0),

где константы эквивалентности не зависят от x ∈ Lp + L∞ и t > 0 (при p = 1
эквивалентность можно заменить равенством).

Далее, если F – банахова решетка двусторонних числовых последователь-
ностей, то через F (uk), uk > 0 (k = 0,±1,±2, . . . ), будем обозначать ве-
совое пространство, состоящее из всех последовательностей a = (ak)∞k=−∞,
для которых конечна норма ‖a‖F (uk) = ‖(akuk)‖F . Предположим, что F ⊃
`∞ ∩ `∞(2−k). Если (X0, X1) – произвольная банахова пара, то пространство
вещественного K -метода (X0, X1)K

F состоит из всех таких x ∈ X0 +X1, что
(K (2k, x;X0, X1))k ∈ F , с нормой ‖x‖ = ‖(K (2k, x;X0, X1))k‖F . Нетрудно
проверить, что (X0, X1)K

F интерполяционно относительно пары (X0, X1) с кон-
стантой 1 [22]. В частном случае F = `p(2−kθ) (0 < θ < 1, 1 6 p 6 ∞) получаем
классические пространства (X0, X1)θ,p, свойства которых подробно изложены
в монографии [21].

Важность вещественного метода интерполяции связана, в частности, с тем,
что для достаточно обширного класса банаховых пар за счет него получаются
все интерполяционные пространства. Банахова пара ~X = (X0, X1) называется
K -монотонной (или парой Кальдерона–Митягина), если выполнение нера-
венства

K (t, y;X0, X1) 6 K (t, x;X0, X1) (t > 0)

для некоторых x ∈ X0 +X1 и y ∈ X0 +X1 влечет существование оператора U ,
ограниченного в X0 и в X1, такого, что y = Ux. Ввиду теоремы Брудного–Кру-
гляка, одного из центральных результатов в теории интерполяции [22; тео-
рема 15.1], любое пространство X, интерполяционное относительно K -моно-
тонной пары (X0, X1), представимо в виде X = (X0, X1)K

F для некоторой ба-
наховой решетки F .

Второе название K -монотонной пары объясняется тем, что исторически пер-
вым результатом в этом направлении явилась теорема о K -монотонности бана-
ховой пары (L1, L∞), доказанная независимо и почти одновременно А.П. Каль-
дероном [23] и Б. С. Митягиным [24]. В дальнейшем мы всегда будем предпо-
лагать, что симметричное пространство X на [0, 1] интерполяционно относи-
тельно этой пары с константой 1. Ввиду теоремы Кальдерона–Митягина это
эквивалентно выполнению следующего условия: если x ∈ X, y ∈ L1 и y ≺ x,
то y ∈ X и ‖y‖X 6 ‖x‖X , где через y ≺ x обозначается полуупорядочен-

ность Харди–Литтлвуда, означающая, что
∫ t

0

y∗(s) ds 6
∫ t

0

x∗(s) ds при всех

0 6 t 6 1. Класс таких пространств весьма широк, он содержит все макси-
мальные и сепарабельные пространства, в частности, все пространства Орли-
ча, Лоренца и Марцинкевича. Ввиду [17; теорема 2.a.4] оператор условного
математического ожидания EB, соответствующий σ-подалгебре B некоторого
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вероятностного пространства, ограничен в L1 и в L∞ с константой 1. Поэтому
справедливо следующее утверждение, которое далее будем часто использовать.

Предложение 2. Всякий оператор условного математического ожида-
ния EB ограничен в любом симметричном пространстве и имеет норму 1.

Наконец, для нас будет полезна следующая интерполяционная конструкция,
введенная А.П. Кальдероном [25]. Пусть X0 и X1 – банаховы решетки измери-
мых функций, определенных на одном и том же пространстве с мерой (M ,m).
Для каждого θ ∈ (0, 1) пространство X1−θ

0 Xθ
1 состоит из всех таких измеримых

функций f на (M ,m), что при некоторых λ > 0 и fi ∈ Xi, ‖fi‖Xi 6 1 (i = 0, 1),
справедливо неравенство

|f(x)| 6 λ|f0(x)|1−θ|f1(x)|θ, x ∈ M .

Это пространство снабжается нормой, равной точной нижней грани чисел λ,
для которых выполнено предыдущее соотношение. Несмотря на то что эта кон-
струкция не является интерполяционным функтором на множестве всех пар
банаховых решеток [26], она очень полезна в теории интерполяции. В частно-
сти, если (X0, X1) и (Y0, Y1) – две пары банаховых решеток измеримых функций
на пространствах с мерой (M ,m) и (M ′,m′) соответственно, то любой поло-
жительный оператор A из S(M ,m) в S(M ′,m′), который ограничен из X0

в Y0 и из X1 в Y1, ограничен также из пространства X1−θ
0 Xθ

1 в пространство
Y 1−θ

0 Y θ1 и ‖A‖X1−θ
0 Xθ1→Y 1−θ

0 Y θ1
6 ‖A‖1−θX0→Y0

‖A‖θX1→Y1
для всех θ ∈ (0, 1) (см.,

например, [17; предложение 1.d.2(i), с. 43]).
Детальное изложение как приведенных здесь, так и многих других резуль-

татов и фактов теории интерполяции можно найти в монографиях [16], [18],
[21], [22].

В разделах 6 и 7 мы будем говорить о (квази)банаховых симметричных про-
странствах последовательностей. Если ξ = (ξn)∞n=1 – ограниченная последова-
тельность вещественных чисел, то ξ∗ = (ξ∗n)

∞
n=1 – ее невозрастающая переста-

новка, т. е. ξ∗n = infcardA=n−1 supk∈N\A |ξk|. Квазибанахово пространство после-
довательностей E называется симметричным, если из условий a ∈ E и b∗ 6 a∗

следует, что b ∈ E и ‖b‖E 6 ‖a‖E . В таком пространстве квазинорма ‖ · ‖E
удовлетворяет обобщенному неравенству треугольника

‖a+ b‖E 6 L(‖a‖E + ‖b‖E), a, b ∈ E,

где L > 1. Если последнее неравенство выполнено в случае L = 1, то E называ-
ется (банаховым) симметричным пространством последовательностей. Без
ограничения общности всюду будем предполагать, что ‖ek‖E = 1 (k = 1, 2, . . . ),
где ek – элементы стандартного базиса в пространствах последовательностей.

3. Оценки Lp-норм сумм независимых функций

В этом разделе мы рассмотрим оценки Lp-норм сумм независимых функций,
обобщающие и уточняющие классические неравенства Хинчина и Марцинке-
вича–Зигмунда. Здесь можно выделить два основных направления. Первое
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связано с тем, что вместо равномерно ограниченных рассматриваются произ-
вольные системы неотрицательных или симметрично распределенных функ-
ций. Суть второго состоит в замене нормы последовательности коэффициен-
тов в пространстве `2 (или более общо: суммы дисперсий слагаемых) некоторой
более “гибкой” величиной, используя которую, можно получить двусторонние
оценки с константой, не зависящей от p.

3.1. Неравенства Розенталя. В 1970 г. при изучении дополняемых под-
пространств пространства Lp = Lp[0, 1] Х.П. Розенталь [1] доказал следующие
замечательные соотношения, второе из которых можно рассматривать как да-
леко идущее обобщение неравенств Хинчина. Они показывают, что с точно-
стью до эквивалентности Lp-норма суммы независимых функций определяется
Lq-нормами слагаемых. Как мы увидим далее, аналогичное явление, выражен-
ное в терминах “дизъюнктификации”, наблюдается также и в общих симмет-
ричных пространствах.

Теорема 6 (неравенства Розенталя).
(i) Если 1 < p <∞, то для произвольной последовательности {fk}∞k=1 ⊂ Lp

неотрицательных независимых функций и каждого n ∈ N справедливо нера-
венство

max
{( n∑

k=1

‖fk‖pp
)1/p

,
n∑
k=1

‖fk‖1
}

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 2p max
{( n∑

k=1

‖fk‖pp
)1/p

,

n∑
k=1

‖fk‖1
}
. (6)

(ii) Если p > 2, то существует такая константа Kp > 0, что для про-
извольной последовательности {fk}∞k=1 ⊂ Lp независимых функций со свой-

ством
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ) и каждого n ∈ N выполнено:

1
2

max
{( n∑

k=1

‖fk‖pp
)1/p

,

( n∑
k=1

‖fk‖22
)1/2}

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 Kp max
{( n∑

k=1

‖fk‖pp
)1/p

,

( n∑
k=1

‖fk‖22
)1/2}

. (7)

Для доказательства нам потребуются две леммы.

Лемма 1. Пусть 1 < p <∞. Если {fk}∞k=1 ⊂ Lp – произвольная последова-
тельность независимых функций, то для каждого n ∈ N∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 2p max
{( n∑

k=1

‖fk‖pp
)1/p

,
n∑
k=1

‖fk‖1
}
.

Доказательство. Мы можем (и будем) предполагать, что fk > 0 для всех
k = 1, 2, . . . . Введем обозначение:

Np :=
( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

.
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Ввиду независимости функций f1 и f2 + · · ·+ fn∫ 1

0

(f1 + · · ·+ fn)p−1f1 dt 6 2p−1

∫ 1

0

(
fp−1
1 + (f2 + · · ·+ fn)p−1

)
f1 dt

= 2p−1

( ∫ 1

0

fp1 dt+
∫ 1

0

(f2 + · · ·+ fn)p−1 dt

∫ 1

0

f1 dt

)
6 2p−1

( ∫ 1

0

fp1 dt+
∫ 1

0

(f1 + · · ·+ fn)p−1 dt

∫ 1

0

f1 dt

)
.

Точно так же∫ 1

0

(f1 + · · ·+ fn)p−1fk dt 6 2p−1

( ∫ 1

0

fpk dt+
∥∥∥∥ n∑
i=1

fi

∥∥∥∥p−1

p−1

∫ 1

0

fk dt

)
для всех k = 1, . . . , n. Суммируя последние неравенства по k, получим∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥p
p

6 2p−1

(
Np
p +

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥p−1

p

N1

)
6 2p max

{
Np
p ,

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥p−1

p

N1

}
,

откуда ∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 max{2Np, 2pN1} 6 2p max{Np, N1}.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 1 6 p < ∞ и {fk}∞k=1 ⊂ Lp – произвольная последова-

тельность независимых функций такая, что
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ).

Тогда:
(a) если θk = ±1 (k = 1, 2, . . . ), то для каждого n ∈ N∥∥∥∥ n∑

k=1

θkfk

∥∥∥∥
p

6 2
∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

;

(b) для каждого n ∈ N∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 2
( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

, если p 6 2,

и ∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

>
1
2

( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

, если p > 2.

Доказательство. Предположим, что функции f и g независимы и, кроме
того, Ef = 0. Тогда, если Eg – оператор условного математического ожидания
относительно σ-алгебры, порожденной функцией g, то выполнены неравенства
‖Eg‖Lp→Lp 6 1 (1 6 p 6 ∞) (см. предложение 2). Кроме того, так как для
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любого g-измеримого множества B функции f и χB независимы, то ввиду ра-
венства (5) ∫

B

Egf du =
∫
B

f du =
∫ 1

0

fχB du = E f · λ(B) = 0.

Поэтому Egf = 0 и

‖g‖p = ‖Eg g‖p = ‖Eg(f + g)‖p 6 ‖f + g‖p.

Для данных θk = ±1 (k = 1, . . . , n) определим

f =
∑
k:θk=1

fk и g =
∑

k:θk=−1

fk.

Тогда

f + g =
n∑
k=1

fk и f − g =
n∑
k=1

θkfk.

По условию f и g независимы и
∫ 1

0

f(t) dt =
∫ 1

0

g(t) dt = 0. Следовательно,

ввиду сделанного ранее наблюдения, ‖f‖p 6 ‖f + g‖p и ‖g‖p 6 ‖f + g‖p. Тем
самым, ‖f − g‖p 6 2‖f + g‖p, и (a) доказано.

Переходя к доказательству утверждения (b), предположим сначала, что
функции fk (k = 1, 2, . . . ) симметрично распределены. Тогда функции f1 − f2
и f1 + f2 одинаково распределены и, значит, ‖f1 + f2‖pp = (‖f1 + f2‖pp +
‖f1 − f2‖pp)/2. Если 1 6 p 6 2, то |a+ b|p + |a− b|p 6 2(|a|p + |b|p), и поэтому

‖f1 + f2‖pp 6 ‖f1‖pp + ‖f2‖pp.

В случае, когда p > 2, справедливы противоположные неравенства:

|a+ b|p + |a− b|p > 2(|a|p + |b|p) и ‖f1 + f2‖pp > ‖f1‖pp + ‖f2‖pp.

Тем самым, если функции fk независимы и симметрично распределены, то для
каждого n ∈ N ∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
p

6

( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

, если p 6 2,

и ∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

>

( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

, если p > 2.

В общем случае, применяя симметризацию, рассмотрим разности fi − f ′i ,
где f ′i – независимые копии fi (i = 1, 2, . . . ). Они независимы и симметрично
распределены. Поэтому, если, например, 1 6 p 6 2, то с помощью рассуждений
из начала доказательства, а также неравенства Минковского получаем:∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

(fk − f ′k)
∥∥∥∥
p

6

( n∑
k=1

‖fk − f ′k‖pp
)1/p

6 2
( n∑
k=1

‖fk‖pp
)1/p

.

Случай p > 2 рассматривается аналогично. Лемма доказана.
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Доказательство теоремы 6. Чтобы получить утверждение (i), достаточ-
но применить лемму 1, а также элементарное неравенство ‖(bk)‖p 6 ‖(bk)‖1
(p > 1, bk ∈ R).

При доказательстве (ii) будет использоваться обозначение, введенное в дока-

зательстве леммы 1. Так как fk независимы, то
∫ 1

0

fifj dt =
∫ 1

0

fi dt

∫ 1

0

fj dt = 0

(i 6= j), т. е. система {fk}∞k=1 ортогональна. Поэтому

N2 =
∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
2

,

и тогда оценка снизу в (7) следует из леммы 2 (b), а также того, что∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
2

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

.

Докажем оценку сверху в (7). По лемме 2 (a) для каждого u ∈ [0, 1] мы
имеем ∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥p
p

6 2p
∫ 1

0

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk(u)fk(t)
∣∣∣∣p dt,

где rk(u) – функции Радемахера. Интегрируя последнее неравенство по u,
меняя порядок интегрирования и применяя неравенства Хинчина (1), получим∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥p
p

6 2pBpp

∫ 1

0

( n∑
k=1

fk(t)2
)p/2

dt.

По условию f2
k – неотрицательные независимые функции из Lp/2. Так как

p/2 > 1, то по лемме 1( ∫ 1

0

( n∑
k=1

fk(t)2
)p/2

dt

)2/p

6 2p/2 max{N2
p , N

2
2 }.

В итоге оценка сверху в (7) с Kp = 2p/4+1Bp вытекает из двух последних соот-
ношений. Теорема доказана.

3.2. Неравенства Хитченко. Неравенства Хинчина (1) для Lp-норм по-
линомов Радемахера содержат константы Ap и Bp, зависящие от p, и поэтому,
скажем, на основе правой оценки можно лишь утверждать, что с некоторой
константой C = C(a)∥∥∥∥ ∞∑

k=1

akrk

∥∥∥∥
p

6 C
√
p (p > 1), если a = (ak) ∈ `2.

В 1993 г. П. Хитченко доказал более точное утверждение, которое позволяет
в принципе для каждой последовательности коэффициентов (ak)∞k=1 ∈ `2 опре-

делить порядок нормы
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
p

при p → ∞ [27]. Центральная роль при

этом принадлежит K -функционалу Петре κa(t) := K (t, a; `1, `2), соответству-
ющему банаховой паре (`1, `2) (см. раздел 2).
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Теорема 7. Существует такая универсальная константа γ > 0, что для
всех t > 1 и a = (ak)∞k=1 ∈ `2 выполнены неравенства

γκa(
√
t ) 6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
t

6 κa(
√
t ). (8)

Для доказательства нам потребуются некоторые эквивалентные выражения
для функционала κa(t). Прежде всего, мы докажем один из вариантов извест-
ного неравенства Хольмстедта (см. [28] или [21; упражнение 5.7.3]).

Предложение 3. Для любых a = (ak)∞k=1 ∈ `2 и t > 0 выполнены неравен-
ства

1
4

{ [t2]∑
i=1

a∗i + t

( ∞∑
i=[t2]+1

(a∗i )
2

)1/2}
6 κa(t) 6

[t2]∑
i=1

a∗i + t

( ∞∑
i=[t2]+1

(a∗i )
2

)1/2

, (9)

где (a∗i )
∞
i=1 – невозрастающая перестановка последовательности (|an|)∞n=1 .

Доказательство. Докажем сначала функциональный аналог (9): для про-
извольной функции f ∈ L1(0,∞) + L2(0,∞) и любых t > 0

1
4

{ ∫ t2

0

f∗(s) ds+ t

( ∫ ∞

t2
f∗(s)2 ds

)1/2}
6 K (t, f ;L1, L2)

6
∫ t2

0

f∗(s) ds+ t

( ∫ ∞

t2
f∗(s)2 ds

)1/2

. (10)

Не ограничивая общности, можно считать, что f = f∗. Для каждого t > 0
определим f0 = fχ(0,t2) и f1 = fχ(t2,∞). Так как

‖f0‖L1 + t‖f1‖L2 =
∫ t2

0

f∗(s) ds+ t

( ∫ ∞

t2
f∗(s)2 ds

)1/2

,

то правое неравенство в (10) вытекает из определения K -функционала.
Для доказательства левого неравенства рассмотрим произвольное представ-

ление f = g + h, где g ∈ L1, h ∈ L2. Тогда, ввиду элементарного неравенства
для перестановок [16; соотношение (2.23) на с. 93],

f(u) 6 g∗
(
u

2

)
+ h∗

(
u

2

)
, u > 0. (11)

Поэтому, применяя неравенство Коши–Буняковского, получим

‖g‖L1 + t‖h‖L2 >
1
2

( ∫ t2

0

g∗
(
u

2

)
du+ t

( ∫ t2

0

(
h∗

(
u

2

))2

du

)1/2)
>

1
2

( ∫ t2

0

g∗
(
u

2

)
du+

∫ t2

0

h∗
(
u

2

)
du

)
>

1
2

∫ t2

0

f∗(u) du. (12)
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Кроме того,

t2
∫ ∞

t2

(
g∗

(
u

2

))2

du 6
∫ t2

0

g∗
(
u

2

)
du

∫ ∞

t2
g∗

(
u

2

)
du

6

( ∫ ∞

0

g∗
(
u

2

)
du

)2

= 4‖g‖2L1
,

и, значит, ввиду (11)

‖g‖L1 + t‖h‖L2 >
t

2

( ∫ ∞

t2

(
g∗

(
u

2

))2

du

)1/2

+
t

2

( ∫ ∞

t2

(
h∗

(
u

2

))2

du

)1/2

>
t

2

( ∫ ∞

t2
(f∗(u))2 du

)1/2

.

Отсюда и из (12) по определению K -функционала получаем левое неравенство
в (10).

Далее, для произвольной последовательности a = (ak)∞k=1 ∈ `2 определим
ступенчатую функцию

fa(t) =
∞∑
k=1

akχ(k−1,k](t) (t > 0). (13)

Стандартные рассуждения показывают, что для любых a = (ak)∞k=1 ∈ `2 и t > 0
справедливо равенство

K (t, fa;L1, L2) = κa(t). (14)

Перейдем теперь непосредственно к доказательству неравенства (9). Преж-
де всего, если 0 < t < 1, то ввиду неравенства ‖a‖2 6 ‖a‖1 имеем: κa(t) = t‖a‖2,
и (9) очевидно.

Пусть t > 1. Так как пространства `1 и `2 симметричны, то можно считать,
что ak = a∗k. Обозначим bt = (btk), где btk = ak, если k 6 [t2], и btk = 0, если
k > [t2]. Кроме того, пусть ct = a−bt. Тогда κa(t) 6 ‖bt‖1 + t‖ct‖2, и тем самым
правое неравенство в (9) – прямое следствие определения K -функционала.
Что же касается левого, то оно вытекает из соотношений (14) и (10). Действи-
тельно, если fa определяется равенством (13), то

κa(t) > κa
(√

[t2]
)

= K
(√

[t2] , fa;L1, L2

)
>

1
4

{ ∫ [t2]

0

f∗a (s) ds+ t

( ∫ ∞

[t2]

f∗a (s)2 ds
)1/2}

=
1
4

{ [t2]∑
i=1

a∗i + t

( ∞∑
i=[t2]+1

(a∗i )
2

)1/2}
.

Предложение доказано.

Далее нам потребуется еще одна аппроксимация функционала κa(t), полу-
ченная в работе [29]. Для произвольных a = (ak)∞k=1 ∈ `2 и t ∈ N определим
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норму

‖a‖Q(t) = sup
{ t∑
j=1

( ∑
n∈Aj

a2
n

)1/2}
, (15)

где верхняя грань берется по всем разбиениям {Aj}tj=1 натурального ряда N.

Предложение 4. Если a = (ak)∞k=1 ∈ `2 и t2 ∈ N, то

‖a‖Q(t2) 6 κa(t) 6
√

2 ‖a‖Q(t2). (16)

Доказательство. Прежде всего, из определения ‖ · ‖Q(t) следует, что

‖a‖Q(t2) 6 ‖a‖1 и ‖a‖Q(t2) 6 t‖a‖2.

Действительно, первое неравенство очевидно, а для доказательства второго
достаточно заметить, что ввиду неравенства Коши–Буняковского для произ-
вольного разбиения {Aj}t

2

j=1 множества натуральных чисел выполнено

t2∑
j=1

( ∑
n∈Aj

a2
n

)1/2

6 t

( t2∑
j=1

∑
n∈Aj

a2
n

)1/2

= t‖a‖2.

Следовательно,

κa(t) = inf{‖b‖1 + t‖c‖2 : b+ c = a, b ∈ `1, c ∈ `2}
> inf{‖b‖Q(t2) + ‖c‖Q(t2) : b+ c = a, b ∈ `1, c ∈ `2} > ‖a‖Q(t2),

и левое неравенство в (16) доказано.
Докажем противоположное неравенство. С помощью стандартных рассуж-

дений нетрудно показать, что для каждого t > 0 сопряженным к пространству
`1 + `2 с нормой κa(t) будет пространство `2∩ `∞ с нормой max{‖a‖∞, t−1‖a‖2}.
Тем самым по теореме Хана–Банаха

κa(t) = max
{ ∞∑
k=1

akbk : b = (bk)∞k=1 ∈ `2, max{‖b‖∞, t−1‖b‖2} 6 1
}
. (17)

Поэтому существует такая последовательность b ∈ `2, что

κa(t) =
∞∑
k=1

akbk и max{‖b‖∞, t−1‖b‖2} = 1.

Выберем n0, n1, n2, . . . , nt2 ∈ {0, 1, . . . ,∞} по индукции следующим образом:
если 0 = n0 < n1 < · · · < nm уже найдены, то

nm+1 = 1 + max
{
k :

k∑
n=nm+1

b2n 6 1
}
.

Так как ‖b‖∞ 6 1, то
∑nm+1
n=nm+1 b

2
n 6 2. Из того, что ‖b‖2 6 t, следует: nt2 = ∞.

Таким образом,

κa(t) =
∞∑
k=1

akbk 6
t2∑
m=1

( nm∑
n=nm−1+1

b2n

)1/2( nm∑
n=nm−1+1

a2
n

)1/2

6
√

2 ‖a‖Q(t2),

и утверждение доказано.
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Доказательство теоремы 7. Правое неравенство в (8) – непосредствен-
ное следствие определения K -функционала и неравенств Хинчина. Действи-
тельно, для произвольного ε > 0 найдем b ∈ `1 и c ∈ `2 такие, что ‖b‖1 +√
t ‖c‖2 6 κa(

√
t ) + ε. Тогда, применяя (1) (с учетом оценки для константы),

получим ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
t

6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

bkrk

∥∥∥∥
t

+
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

ckrk

∥∥∥∥
t

6
∞∑
k=1

|bk|+
√
t

( ∞∑
k=1

c2k

)1/2

6 κa(
√
t ) + ε.

Левое неравенство докажем сначала в случае, когда t ∈ N. По определе-
нию Q(t) выберем попарно дизъюнктные множества A1, . . . , At в множестве
натуральных чисел такие, что

‖a‖Q(t) 6
3
2

{ t∑
j=1

( ∑
k∈Aj

a2
k

)1/2}
. (18)

Обозначим ξj =
∑
k∈Aj

akrk (j = 1, . . . , t). Очевидно, что
∞∑
k=1

akrk =
t∑

j=1

ξj .

Введем множества Bj = {t : ξj(t) > ‖ξj‖2/2}. Так как
t∑

j=1

ξj >
1
2

t∑
j=1

‖ξj‖2

на множестве B =
t⋂

j=1

Bj , то∥∥∥∥ t∑
j=1

ξj

∥∥∥∥
t

>
1
2

t∑
j=1

‖ξj‖2λ(B)1/t. (19)

Ввиду независимости и симметричности распределения функций ξj , а так-
же неравенства Пэли–Зигмунда в случае функций Радемахера (см., напри-
мер, [30])

λ(B) =
t∏

j=1

λ(Bj) = 2−t
t∏

j=1

λ

{
t : ξj(t)2 >

‖ξj‖22
4

}
> 32−t.

Поэтому, учитывая неравенства (18) и (19), а также предложение 4, получаем:∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
t

=
∥∥∥∥ t∑
j=1

ξj

∥∥∥∥
t

>
1
64

t∑
j=1

‖ξj‖2 >
1
96
‖a‖Q(t) >

1
96
√

2
κa(

√
t ).

Если t > 1 произвольно, то ввиду вогнутости K -функционала, а также
элементарного неравенства

√
t 6 2

√
[t] находим, что

1
192

√
2
κa(

√
t ) 6

1
96
√

2
κa

(√
[t]

)
6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
[t]

6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
t

,

и теорема 7 доказана.
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Пример 1. Применяя неравенства (9) и (8), нетрудно показать, например,
что ∥∥∥∥ ∞∑

k=1

rk
k

∥∥∥∥
t

� ln(1 + t) и
∥∥∥∥ n∑
k=1

rk

∥∥∥∥
t

�
√
nmin(n, t) (n ∈ N).

Из теоремы 7 и предложения 3 вытекает следующее соотношение, существен-
но уточняющее неравенства Хинчина (1).

Следствие 1. Существует такая универсальная константа γ′ > 0, что
для всех p > 1 и a = (ak)∞k=1 ∈ `2 имеют место неравенства

γ′
{ ∑
i6p

a∗i +
√
p

( ∞∑
i>p

(a∗i )
2

)1/2}
6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
p

6
∑
i6p

a∗i +
√
p

( ∞∑
i>p

(a∗i )
2

)1/2

,

(20)
где (a∗i )

∞
i=1 – невозрастающая перестановка последовательности (|an|)∞n=1 .

3.3. Теорема Латалы. Оказывается, аналог неравенств Хитченко спра-
ведлив и для общих систем независимых функций; только в этом случае
K -функционал в паре (`1, `2) должен быть заменен на некоторый специаль-
ный функционал Орлича. Для точной формулировки этого интересного об-
щего результата, доказанного Р. Латалой [31] в 1997 г., нам понадобятся
некоторые определения.

Если p > 0, то φp(t) = |1 + t|p (t ∈ R) и Φp(f) = Eφp(f) для произвольной
с. в. f . Кроме того, если {fk}∞k=1 – последовательность неотрицательных (или
симметрично распределенных) с. в., то

∣∣‖(fk)‖∣∣p := inf
{
t > 0 :

∞∑
k=1

lnΦp

(
fk
t

)
6 p

}
.

Теорема 8. (a) Пусть {fk}∞k=1 – последовательность независимых неот-
рицательных с.в. Тогда для любого n ∈ N

e− 1
2e2

∣∣‖(fk)‖∣∣p 6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 e
∣∣‖(fk)‖∣∣p, если p > 1, (21)

и
(ep − 1)1/p

2e2
∣∣‖(fk)‖∣∣p 6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 e
∣∣‖(fk)‖∣∣p, если 0 < p 6 1. (22)

(b) Пусть {fk}∞k=1 – последовательность независимых симметрично рас-
пределенных с.в. Тогда, если p > 2, то для любого n ∈ N

e− 1
2e2

∣∣‖(fk)‖∣∣p 6

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

6 e
∣∣‖(fk)‖∣∣p. (23)

Мы докажем первые два неравенства этой теоремы, относящиеся к случаю
неотрицательных с. в. Доказательство неравенства (23) совершенно аналогич-
но, отличаясь лишь чуть большей технической сложностью (см. [31]). Начнем
с простых лемм.
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Лемма 3. Если с.в. f1, . . . , fn неотрицательны и независимы, то

Φp(f1 + · · ·+ fn) 6 Φp(f1) · · ·Φp(fn).

Доказательство. Ясно, что утверждение достаточно доказать для n = 2.
Но в этом случае оно вытекает из неравенства φp(u+v) 6 φp(u)φp(v) (u, v > 0).

Лемма 4. Если с.в. f и g неотрицательны и независимы, то

Φp
(
2f + Φp(f)2/pg

)
> Φp(f)Φp(g).

Доказательство. Прежде всего, легко показать (возводя в степень 1/p),
что φp(uv) > up/2φp(v), если u > 1, v > 1. Поэтому, учитывая неотрицатель-
ность f , получим:

Eφp
(
2f + Φp(f)2/pg

)
χ{g>1} > Eφp

(
Φp(f)2/pg

)
χ{g>1} > Φp(f)Eφp(g)χ{g>1}.

В то же время, так как Φp(f) > 1, то в случае 0 6 u < 1, v > 0

φp
(
2v + Φp(f)2/pu

)
> φp

(
(1 + u)v + u

)
= φp(u)φp(v).

Следовательно,

Eφp
(
2f + Φp(f)2/pg

)
χ{g<1} > Φp(f)Eφp(g)χ{g<1},

и утверждение леммы вытекает из полученных соотношений.

В заключение докажем утверждение, в определенном смысле обратное к ут-
верждению леммы 3.

Лемма 5. Пусть f1, . . . , fn – неотрицательные независимые с.в., удовле-
творяющие условию: Φp(f1) · · ·Φp(fn) 6 ep . Тогда

Φp
(
2e2(f1 + · · ·+ fn)

)
> Φp(f1) · · ·Φp(fn).

Доказательство. Положим gk := 2
(
Φp(f1) · · ·Φp(fk)

)2/p(f1 + · · ·+fk). Так
как функционал Φp – монотонно возрастающий, то ввиду условия леммы до-
статочно показать, что для всех k = 1, 2, . . . выполнено:

Φp(gk) > Φp(f1) · · ·Φp(fk).

Доказательство проведем по индукции. Справедливость неравенства при k = 1
следует из очевидной оценки Φp

(
2Φp(f1)2/pf1

)
> Φp(f1). Предположим, что

оно выполнено для некоторого k. Тогда опять ввиду монотонности Φp, а также
по предыдущей лемме

Φp(gk+1) > Φp
{
2
(
Φp(f1) · · ·Φp(fk+1)

)2/p(f1 + · · ·+ fk)

+ 2
(
Φp(f1) · · ·Φp(fk)

)2/p
fk+1

}
> Φp

(
2fk+1 + Φp(fk+1)2/pgk

)
> Φp(fk+1)Φp(gk) > Φp(f1) · · ·Φp(fk+1).

Лемма доказана.
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Доказательство теоремы 8. Предположим, что
∞∑
k=1

lnΦp(fk/t) = p или,

эквивалентно, Φp(f1/t) · · ·Φp(fn/t) = ep. Тогда, с одной стороны, по лемме 3

Φp

(
f1 + · · ·+ fn

t

)
6 ep.

Так как φp(u) > up, если u > 0, то для произвольной неотрицательной с. в. h
выполнено неравенство Φp(h) > ‖h‖pp. Следовательно, из предыдущего нера-
венства получаем: ‖f1 + · · ·+ fn‖p 6 et, и оценка сверху в (21) и (22) доказана.

С другой стороны, по лемме 5

Φp

(
2e2(f1 + · · ·+ fn)

t

)
> ep. (24)

Кроме того, если p > 1, то Φp(h) 6 (1 + ‖h‖p)p; если же p 6 1, то φp(u) 6
1 + |u|p, и, значит, Φp(h) 6 1 + ‖h‖pp. Из последних соотношений, а также
из (24) вытекают оценки снизу как в (21), так и в (22). Тем самым в случае
неотрицательных с. в. теорема доказана.

Замечание 1. Применяя стандартную рандомизацию относительно неза-
висимой последовательности функций Радемахера, нетрудно показать (подроб-
нее см. [31; замечание 2]), что неравенство (23) выполнено также для произ-
вольной последовательности {fk}∞k=1 независимых с. в. с нулевым математиче-
ским ожиданием.

Замечание 2. Соотношения (21), (22) и (23) можно рассматривать как оп-
ределенный итог предыдущих исследований, связанных с оценками моментов
сумм независимых с. в. Прежде всего, в случае fk = akrk, где rk – функции
Радемахера на [0, 1], а ak ∈ R (k = 1, 2, . . . ), соотношение (23) приводит к нера-
венствам (20) (правда, с худшими константами).

Рассмотрим теперь более общий случай. Пусть fk – симметрично распре-
деленная с. в., “хвост” распределения которой логарифмически вогнут, т. е.
P{|fk| > τ} = e−Nk(τ) (τ > 0), где функция Nk : [0,∞) → [0,∞] выпукла.
Обозначим N∗

k (t) = sup{ts−Nk(s) : s > 0}. Тогда из соотношения (23) (детали
см. в [31]) нетрудно получить следующее обобщение основного результата
работы [32]:∥∥∥∥ ∞∑

k=1

akfk

∥∥∥∥
p

� inf
{
t > 0 :

∑
i6p

N∗
i

(
pa∗i
t

)
6 p

}
+
√
p

( ∑
i>p

(a∗i )
2

)1/2

,

где p > 2, а последовательность независимых и симметрично распределенных
с. в. {fk} нормирована таким образом, что inf

{
τ : P{|fk| > τ} 6 e−1

}
= 1.

В заключение рассмотрим в определенном смысле противоположную ситуа-
цию. Пусть fk – симметрично распределенная с. в., “хвост” распределения ко-
торой является логарифмически выпуклым, т. е. P{|fk| > τ} = e−Mk(τ) (τ > 0),
где функция Mk : [0,∞) → [0,∞) вогнута. Тогда, применяя (23) (см. [31]),
получаем следующее соотношение, ранее доказанное в работе [33]:∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
p

�
( ∞∑
k=1

E |fk|p
)1/p

+
√
p

( ∞∑
k=1

E f2
k

)1/2

(p > 2).
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4. Оператор Круглова в симметричных пространствах

4.1. Неравенства Розенталя и дизъюнктные суммы. Вернемся к не-
равенствам Розенталя (6) и (7). Выражения, с которыми в них сравнивается∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

, могут быть представлены несколько иначе. Для каждой последова-

тельности {fk}∞k=1 функций, заданных на [0, 1], через {fk}∞k=1 обозначим произ-
вольную последовательность дизъюнктных функций, заданных уже на полуоси
[0,∞) и таких, что для каждого k = 1, 2, . . . функции fk и fk одинаково распре-
делены. Например, можно положить fk(t) = fk(t − k + 1)χ[k−1,k)(t) (t > 0).

Тогда функция f =
∞∑
k=1

fk, которую будем называть дизъюнктной суммой

функций fk (k = 1, 2, . . . ), очевидно, обладает следующим свойством:

λ{t > 0 : f(t) > τ} =
n∑
k=1

λ{t ∈ [0, 1] : fk(t) > τ} (τ > 0), (25)

где λ – мера Лебега. Таким образом, неравенства (6) и (7) соответственно озна-

чают, что норма
∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

эквивалентна норме ‖f‖Lp∩L1[0,∞), если fk незави-

симы и неотрицательны, и норме ‖f‖Lp∩L2[0,∞), если эти функции независимы
и имеют нулевое математическое ожидание. Здесь, как обычно,

‖g‖Lp∩Lq [0,∞) = max
{
‖g‖Lp[0,∞), ‖g‖Lq [0,∞)

}
.

Иначе говоря, с константами, зависящими лишь от p, последовательность
{fk}∞k=1 в Lp[0, 1] эквивалентна последовательности {fk}∞k=1 либо в пространстве
Lp ∩ L1[0,∞), либо в пространстве Lp ∩ L2[0,∞) в зависимости от условий,
которым удовлетворяют функции fk.

Приведенная переформулировка неравенств Розенталя приводит к следую-
щему естественному вопросу: для каких функциональных пространств, кро-
ме Lp, справедливы аналогичные неравенства? В 80-е годы прошлого века
был опубликован ряд работ, посвященных проблеме сравнения сумм независи-
мых и дизъюнктных функций в различных пространствах, а также примене-
нию этих соотношений к изучению геометрии этих пространств. Так, в 1988 г.
Н. Каротерс и С. Дилворс [34] перенесли неравенства (7) на пространства Ло-
ренца Lp,q (1 6 p <∞, 0 < q 6 ∞) (их определение см. в разделе 2). Заметим,
что ввиду равенства (25) именно симметричные пространства являются наи-
более вероятными кандидатами на выполнение в них обобщенных неравенств
Розенталя.

Вскоре У. Джонсон и Г. Шехтман [35], используя неравенство Хоффмана–
Йоргенсона [36], распространили оба неравенства (6) и (7) на случай общих
симметричных пространств (заметим в скобках, что еще раньше интересное
соотношение типа (6) было доказано для пространств Lp,∞ М. Маркусом и
Ж. Пизье [37]). Для того чтобы сформулировать их теорему, введем следую-
щую полезную конструкцию (см. [38] или [17; 2.f ]). Если X – симметричное
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пространство на [0, 1] и 1 6 p 6 ∞, то множество ZpX состоит из всех измеримых
на (0,∞) функций f , для которых

‖f‖ZpX := ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f∗χ[1,∞)‖Lp[1,∞) <∞.

Функционал ‖ · ‖ZpX является лишь квазинормой (неравенство треугольника
выполняется с константой). Тем не менее, для любого симметричного про-
странства X он эквивалентен подходящей симметричной норме. Действитель-
но, так как X ⊂ L1[0, 1], то ввиду известного соотношения (см., например, [28]
или [21; упражнение 5.7.3], а также, в случае p = 2, неравенства (10) при t = 1)

‖f‖(L1+Lp)(0,∞) �
∫ 1

0

f∗(x) dx+
( ∫ ∞

1

(f∗(x))p dx
)1/p

, f ∈ (L1 + Lp)(0,∞),

функционал ‖f‖ZpX эквивалентен норме ‖f‖′
ZpX

:= ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f‖(L1+Lp)(0,∞).
Тем самым ZpX – симметричное пространство на полуоси [0,∞).

Теорема 9 (Джонсон–Шехтман, [35]). Пусть X – произвольное симмет-
ричное пространство на [0, 1]. Тогда существует такое C > 0, что для лю-

бой последовательности независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X ,
∫ 1

0

fk(t) dt = 0

(k = 1, 2, . . . ), и любой последовательности неотрицательных независимых
функций {gk}∞k=1 ⊂ X выполнено:

‖f‖Z2
X

6 C

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

и ‖g‖Z1
X

6 C

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

gk

∥∥∥∥
X

, (26)

где f и g – дизъюнктные суммы, соответствующие последовательностям
{fk}∞k=1 и {gk}∞k=1 соответственно.

Если, кроме того, X ⊃ Lp при некотором p < ∞, то существует такое
C1 = C1(p) > 0, что для последовательностей с такими же свойствами
имеют место противоположные неравенства:∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

6 C1‖f‖Z2
X
, (27)

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

gk

∥∥∥∥
X

6 C1‖g‖Z1
X
. (28)

Как мы увидим, условие “удаленности” X от пространства L∞ из второй
части последней теоремы (X ⊃ Lp при некотором p < ∞) не является необхо-
димым для выполнения неравенств (27) и (28). Они справедливы также для
некоторых симметричных пространств, расположенных по “другую сторону”
от пространств Lp (p < ∞). Это удалось выяснить, используя иной подход,
основанный на применении так называемого свойства Круглова.

4.2. Свойство и оператор Круглова: первоначальные сведения.
Свойство Круглова было введено М.Ш. Браверманом [39] при изучении срав-
нения сумм независимых и дизъюнктных функций в симметричных простран-
ствах. Название объясняется тем, что оно было инспирировано некоторыми
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вероятностными конструкциями В.М. Круглова [40], связанными с изучением
безгранично делимых распределений и, в частности, с анализом классической
формулы Леви–Хинчина. Пусть f – измеримая функция (случайная величина)

на [0, 1]. Через π(f) обозначим с. в.
N∑
i=1

fi, где fi – независимые копии f , а N –

с. в., независимая относительно последовательности {fi}, имеющая распределе-
ние Пуассона с параметром 1. Иначе говоря, π(f) – смесь дискретного распре-
деления вероятностей pm = 1/(em!), m = 0, 1, 2, . . . , и семейства m-кратных
сверток F ∗m

f (x) функции распределения Ff (x) данной с. в. f . В теории ве-
роятностей такое распределение обычно называют сложным распределением
Пуассона [41; гл. 12]. Непосредственные вычисления показывают, что функция
распределения и характеристическая функция с. в. π(f) определяются равен-
ствами:

Fπ(f)(x) =
1
e

(
χ(0,∞)(x) + Ff (x) +

∞∑
l=2

1
l!

F ∗l
f (x)

)
(x ∈ R) (29)

и

θπ(f)(t) = exp
( ∫ ∞

−∞
(eitx − 1) dFf (x)

)
= exp

(
θf (t)− 1

)
(t ∈ R), (30)

где Ff и θf – соответственно функция распределения и характеристическая
функция с. в. f .

В [40] было доказано следующее утверждение.

Теорема 10 (Круглов). Пусть функция Φ(x) непрерывна на R, Φ(x) > 0
Φ(0) = 0, а также удовлетворяет одному из следующих условий:

(a) Φ(x+ y) 6 BΦ(x)Φ(y) или (b) Φ(x+ y) 6 B
(
Φ(x) + Φ(y)

)
для некоторого B > 0 и всех x, y ∈ R. Тогда для произвольной с.в. f соотно-
шения E Φ(f) <∞ и E Φ(π(f)) <∞ эквивалентны.

Доказательство. Предположим, например, что выполнено условие (a).

Пусть EΦ(f) =
∫ 1

0

Φ(f(x)) dx := A < ∞, а {fk}∞k=1 – последовательность неза-

висимых функций, одинаково распределенных с f . Тогда по условию для каж-
дого n ∈ N

EΦ
( n∑
k=1

fk

)
6 BE

(
Φ

( n−1∑
k=1

fk

)
Φ(fn)

)
= BAEΦ

( n−1∑
k=1

fk

)
6 · · · 6 Bn−1An.

По определению π(f) принимает значения, равные
∑n
k=1 fk на дизъюнктных

множествах En, λ(En) = 1/(en!) (n = 1, 2, . . . ), причем наборы {f1, . . . , fn, χEn}
состоят из независимых функций. Поэтому

EΦ(π(f)) =
∞∑
n=1

EΦ
( n∑
k=1

fkχEn

)
=

∞∑
n=1

EΦ
( n∑
k=1

fk

)
λ(En)

6
∞∑
n=1

Bn−1Anλ(En) =
1
e

∞∑
n=1

Bn−1An

n!
=
eBA − 1
eB

<∞.
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Наоборот, из первого равенства в предыдущей цепочке соотношений следует,
что

EΦ(π(f)) > EΦ(f1χE1) = e−1EΦ(f1),

откуда ввиду одинаковой распределенности функций f1 и f получаем неравен-
ство EΦ(f) 6 eEΦ(π(f)). Теорема доказана.

В частности, если дополнительно Φ – четная выпуклая функция, то мы
можем определить пространство Орлича LΦ на [0, 1] (см. раздел 2) и тогда
из теоремы 10 следует, что с. в. f и π(f) принадлежат или не принадлежат
пространству LΦ одновременно. В связи с этим возникает естественный вопрос:
для каких симметричных пространств верно аналогичное утверждение?

Определение 3. Говорят, что симметричное пространство X на [0, 1] имеет
свойство Круглова (X ∈ K), если из того, что f ∈ X, следует: π(f) ∈ X.

Заметим, что противоположная импликация: π(f) ∈ X =⇒ f ∈ X вы-
полнена всегда. Действительно, так как ввиду определения λ{|π(f)| > τ} >
e−1λ{|f | > τ} (τ > 0), то, применяя предложение 1, получаем, что ‖f‖X 6
e‖π(f)‖X .

Упрощая ситуацию, можно сказать, что свойством Круглова обладают про-
странства, достаточно “удаленные” от пространства L∞ (детальное рассмот-
рение этого вопроса см. в п. 4.3). Прежде всего, по теореме 10, примененной
в случае Φ(x) = xp, это пространства Lp для всех 1 6 p < ∞. Более того,
аналогичное свойство имеют максимальные симметричные пространства (см.
раздел 2), содержащие Lp для некоторого p < ∞ [39; теорема 1.2] (и в част-
ности, если нижний индекс Бойда пространства X нетривиален, т. е. αX > 0).
В то же время последнее условие не является необходимым; так, экспоненци-
альное пространство Орлича expLp (p > 0) имеет свойство Круглова, если
и только если 0 < p 6 1. Последнее утверждение является следствием теоре-
мы 10, а также рассуждений из начала п. 2.4 монографии [39] (более точные
результаты см. далее в п. 4.3.1).

Свойство Круглова оказалось чрезвычайно полезным средством при изуче-
нии целого ряда геометрических свойств банаховых пространств измеримых
функций, играя, в частности, центральную роль в монографии [39]. При-
чина в том, что при некотором дополнительном условии на последователь-
ность независимых функций это свойство гарантирует выполнение неравенств
вида (27) и (28).

Теорема 11 [39; лемма 1.4]. Пусть симметричное пространство X имеет
свойство Круглова. Тогда для произвольной последовательности независимых
функций {fk}∞k=1 ⊂ X такой, что

∞∑
k=1

λ{fk 6= 0} 6 1, (31)

выполнено: ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

6 C‖f‖X , (32)

где C > 0 зависит только от X .
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Замечание 3. Так как ввиду (31) {f 6= 0} ⊂ [0, 1], то по сравнению с нера-
венствами (27) и (28) правая часть обобщенного неравенства Розенталя в этом
случае значительно упрощается и при его доказательстве достаточно ограни-
читься рассмотрением неотрицательных функций.

Важно отметить, что для максимальных симметричных пространств верно и
обратное утверждение [39; лемма 1.6]: если для произвольной последователь-
ности независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X, удовлетворяющей условию (31),
выполнено (32), то X ∈ K. Эти результаты подсказывают, как могут быть
получены необходимые и достаточные условия, при которых в симметричном
пространстве X справедливы неравенства (27) и (28). Главная проблема, воз-
никающая при этом, состоит в распространении теоремы 11 на общие после-
довательности независимых функций (как неотрицательных, так и имеющих
нулевое среднее), т. е. в отказе от условия (31). Она была решена авторами
настоящего обзора [42], [43] на основе операторного подхода. На простран-
стве всех п. в. конечных измеримых по Лебегу на [0, 1] функций был опре-
делен линейный положительный оператор K , тесно связанный со свойством
Круглова (и поэтому названный там также оператором Круглова). Введенное
понятие, во-первых, позволило использовать многочисленные преимущества
операторного языка, например, применять теорию интерполяции операторов.
Во-вторых, оказалось возможным рассмотреть более общую ситуацию, когда
нормы в левой и правой частях неравенств (27) и (28) берутся в разных про-
странствах. И наконец, удалось достаточно естественно и просто решить во-
прос о точности (по порядку) констант в неравенствах типа Розенталя [44].
В заключение этого пункта приведем детальное изложение этой конструкции,
с помощью которой далее будут получены практически окончательные резуль-
таты о сравнении сумм независимых и дизъюнктных функций в симметричных
пространствах.

Определим сначала вспомогательный оператор K1 со значениями в про-

странстве S(Ω,P), где (Ω,P) :=
∞∏
k=0

([0, 1], λk) (λk – мера Лебега на [0, 1],

k = 0, 1, . . . ). Пусть {En} – последовательность попарно дизъюнктных подмно-
жеств отрезка [0, 1], λ(En) = 1/(en!) (n ∈ N). Для произвольной f ∈ S([0, 1], λ)
положим

K1f(ω0, ω1, ω2, . . . ) :=
∞∑
n=1

n∑
k=1

f(ωk)χEn(ω0).

Хорошо известно, что существует сохраняющее меру отображение δ : (Ω,P) →
([0, 1], λ). Для каждой g ∈ S(Ω,P) определим R(g)(x) := g(δ−1x), x ∈ [0, 1].
Легко видеть, что

λ{x ∈ [0, 1] : R(g)(x) < t} = P{ω ∈ Ω : g(ω) < t} (t ∈ R).

Поэтому K := RK1 – положительный линейный оператор, действующий в про-
странстве S([0, 1], λ), причем для любой измеримой на [0, 1] функции f распре-
деления функций K f и K1f одинаковы.
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Так как мы рассматриваем симметричные пространства, то для нас важно
лишь распределение функции K f , в связи с чем на определение оператора K
можно смотреть с несколько иной (и зачастую более удобной точки зрения).
Если f ∈ S([0, 1], λ) и {fn,k}nk=1 (n ∈ N) – последовательность наборов функций,
измеримых на [0, 1], такая, что для каждого n ∈ N

(i) fn,1, . . . , fn,n, χEn – последовательность независимых с. в.,
(ii) Ffn,k = Ff , k = 1, . . . , n,

то положим

K ′f(x) :=
∞∑
n=1

n∑
k=1

fn,k(x)χEn(x), x ∈ [0, 1]. (33)

Непосредственная проверка показывает, что с. в. K f и K ′f одинаково рас-
пределены. Поэтому оператор K можно в определенном смысле отождеств-
лять с K ′.

Первый простой результат, относящийся к оператору K , является непосред-
ственным следствием теоремы о замкнутом графике.

Лемма 6. Если X и Y – такие симметричные пространства на [0, 1],
что K f ∈ Y для каждой f ∈ X , то для некоторого C > 0 выполнено:
‖K f‖Y 6 C‖f‖X .

Так как для произвольной f ∈ S(0, 1) имеет место равенство FK ′f (x) =
Fπ(f)(x) (x ∈ R), то из (30) получаем, что

θK f (t) = θK ′f (t) = θπ(f)(t) = exp
(
θf (t)− 1

)
(t ∈ R). (34)

Последнее замечание, а также определение свойства Круглова приводят
к следующему утверждению, которое в дальнейшем будет постоянно исполь-
зоваться.

Лемма 7. Если X – произвольное симметричное пространство на [0, 1],
то X ∈ K тогда и только тогда, когда оператор K ограниченно действу-
ет в X .

4.3. Ограниченность оператора Круглова в симметричных прост-
ранствах. Как будет доказано в следующем разделе, ограниченность опера-
тора Круглова в симметричном пространстве гарантирует выполнение в нем
обобщенных неравенств Розенталя (отчасти это показывают уже теорема 11
и лемма 7). Прежде всего, мы уточним результаты [39] об ограниченности
оператора K в экспоненциальных пространствах Орлича. Кроме того, будут
найдены необходимые и достаточные условия его ограниченности в простран-
ствах Лоренца, из которых вытекает ряд интересных следствий. В частности,
мы покажем, что ограниченность оператора Круглова – это весьма деликат-
ное свойство, которое нельзя охарактеризовать в терминах вложений так, как,
например, справедливость неравенств Хинчина в симметричном пространстве
(см. начало раздела 7 или, подробнее, [66]). Естественный, казалось бы, “ру-
бикон” – пространство Орлича expL1 – на самом деле, таковым не является:
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оператор Круглова может быть ограничен в симметричном пространстве, со-
держащемся в expL1, и не ограничен в симметричном пространстве, содержа-
щем expL1.

4.3.1. Экспоненциальные пространства Орлича. Действие оператора Круг-
лова в пространствах expLp (определение см. в разделе 2) может быть изучено
достаточно полно. Результаты, полученные здесь, будут неоднократно приме-
няться в дальнейшем. Напомним, что expL∞ := L∞.

Уже ввиду теоремы 10 включение expLp ∈ K выполнено при 0 < p 6 1.
Следовательно, по лемме 7 в этом случае оператор Круглова ограничен в про-
странстве expLp. В то же время, если p > 1, то пространство expLp не имеет
свойства Круглова (см. рассуждения из начала § 2.4 монографии [39]), и опе-
ратор K не действует в нем. Мы уточним здесь последнее утверждение, опре-
делив наименьшее симметричное пространство, содержащее образ K (expLp)
для p > 1. Для этого нам понадобится еще одно семейство функций Орлича
на [0,∞):

Mp(t) := et ln
1/p(e+t) − 1 (p > 0).

Далее неоднократно будет использоваться тот факт, что для каждого p > 0
пространство LMp

(соответственно LNp) совпадает с пространством Марцинке-
вича Mψp (соответственно Mϕp), где

ψp(t) :=
t ln(e/t)

ln1/p(ln(ee/t))
(соответственно ϕp(t) := t ln1/p(e/t)).

Для его доказательства нам потребуются следующие эквивалентные выраже-
ния для норм пространств Марцинкевича Mψp и Mϕp [16; теорема 2.5.3]:

‖x‖Mψp
� sup
t∈(0,1)

t

ψp(t)
x∗(t), (x ∈Mψp),

‖x‖Mϕp
� sup
t∈(0,1)

t

ϕp(t)
x∗(t) (x ∈Mϕp).

(35)

Лемма 8. Для произвольного p > 0 выполнены равенства LMp
= Mψp и

(expLp =) LNp = Mϕp (с эквивалентностью норм).

Доказательство. Докажем лишь первое из равенств, так как доказатель-
ство второго аналогично (и несколько проще). Пусть p > 0. Достаточно по-
казать, что фундаментальные функции φLMp и φMψp

рассматриваемых про-
странств эквивалентны, а также что функция f̄p(t) := ψp(t)/t принадлежит
пространству Орлича LMp

(см. (35)). Так как ввиду [20] и [16; гл. 2, § 5]

φLMp (t) =
1

M −1
p (1/t)

и φMψp
(t) =

ln1/p(ln(ee/t))
ln(e/t)

(
=

1
f̄p(t)

)
(0 < t 6 1),

то для проверки первого из утверждений достаточно показать, что функции
M−1
p (1/t) и f̄p(t) эквивалентны в некоторой окрестности нуля. Легко видеть,

что для каждого c > 0

lim
t→0

ln1/p
(
e+ c ln(e/t)/ ln1/p(ln(ee/t))

)
ln1/p(ln(ee/t))

= 1.
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Поэтому можно выбрать такое δ > 0, что для всех t ∈ (0, δ)

Mp

(
1
2
f̄p(t)

)
6 e2 ln(e/t)/3 6

1
t

6 e3 ln(e/t)/2 6 Mp(2f̄p(t)). (36)

Тем самым, функции M −1
p (1/t) и f̄p(t) эквивалентны на (0, δ). Кроме того,

из первого неравенства слева в (36) следует: f̄p ∈ LMp
. Лемма доказана.

Следующее утверждение показывает важность пространства LM1 в изуче-
нии сумм равномерно ограниченных независимых с. в. (см. в связи с этим след-
ствие 3.5.2 в [45]).

Теорема 12. Пространство LM1 минимально среди таких симметричных
пространств Y , что оператор Круглова K ограничен из L∞ в Y .

Доказательство. Пусть g := K χ[0,1]. Из определения оператора K (см.
также (33)) следует, что

g∗(t) = k (tk < t < tk−1), где tk :=
1
e

∞∑
i=k

1
i!

(k ∈ N) и t0 = 1.

Так как по лемме 8 пространство LM1 совпадает с пространством Марцинке-
вича Mψ1 , для нормы которого выполнено соотношение (35), то достаточно
доказать лишь то, что функции g∗(t) и f̄1(t) = ln(e/t)/ ln ln(ee/t) эквивалентны
в окрестности нуля. Так как f̄1 убывает на (0, 1), а g∗ ≡ k на каждом интервале
(tk−1, tk) (k ∈ N), то для этого, в свою очередь, достаточно показать, что

1
2

6 lim
k→∞

f̄1(tk−1)
k

6 lim
k→∞

f̄1(tk)
k

6 1.

Прежде всего, для каждого k ∈ N

k!tk =
1
e

(
1 +

∞∑
i=1

1
(k + 1)(k + 2) · · · (k + i)

)

6
1
e

(
1 +

1
k + 1

+
∞∑
i=1

1
(k + i)(k + i+ 1)

)
6

1
e

(
1 +

2
k + 1

)
6

2
e
,

откуда 1/(ek!) 6 tk 6 2/(ek!) для всех k ∈ N. Так как по формуле Стирлинга
k! �

√
2πk kke−k, то тем самым для достаточно больших k справедливо нера-

венство k−k 6 tk < tk−1 6 (k − 1)−k/2. В итоге элементарные вычисления
показывают, что

1
2

= lim
k→∞

f̄1((k − 1)−k/2)
k

6 lim
k→∞

f̄1(tk−1)
k

6 lim
k→∞

f̄1(tk)
k

6 lim
k→∞

f̄1(k−k)
k

= 1.

Теорема доказана.

Результат теоремы 12 распространяется на все значения p ∈ (1,∞).

Теорема 13. Для произвольного p ∈ (1,∞) пространство LMq
, где 1/p +

1/q = 1, минимально среди таких симметричных пространств Y , что опе-
ратор Круглова K ограничен из expLp в Y .

2 УМН, т. 65, вып. 6
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Доказательство. Из теорем 10 и 12, а также леммы 7 следует, что опера-
тор K ограниченно действует из L∞ в LM1 и ограничен в пространстве expL1

(= LN1). Применяя вещественный метод интерполяции (см. раздел 2 или [21;
гл. 3]), получим, что

K : (L∞, LN1)θ,∞ → (LM1 , LN1)θ,∞ (0 < θ < 1).

По лемме 8 пространства Орлича LN1 и LM1 совпадают с пространствами
Марцинкевича Mϕ1 и Mψ1 соответственно. Аналогичное свойство имеет и про-
странство L∞, а именно, L∞ = Mid, где id(t) = t (t ∈ [0, 1]). Поэтому, согласно
известному описанию пространств вида (Mϕ,Mψ)θ,∞ (см. [46; пример 7.1.3]),

(L∞, LN1)θ,∞ = LNθ−1 , (LM1 , LN1)θ,∞ = LM(1−θ)−1 .

Полагая p = θ−1, отсюда сразу заключаем, что K непрерывен из expLp = LNp
в LMq . Таким образом, ввиду соотношений (35) доказательство будет законче-
но, как только мы покажем, что для некоторой константы C > 0 (возможно,
зависящей от p) и всех достаточно малых t > 0 выполнено h0(t) 6 C(K g0)∗(t),
где g0(t) := ln1/p(e/t) и h0(t) := ln(e/t)/ ln1/q(ln(ee/t)). Так как h0 = h∗0, то
последнее неравенство справедливо, если и только если для некоторого C > 0
и всех достаточно больших τ > 0 мы имеем

λ

{
K g0 >

τ

C

}
> λ{h0 > τ}.

Так как λ{h0 > τ} 6 e−τ ln1/q τ , а λ{K g0 > τ/3} > e−τ ln1/q τ , если τ достаточно
велико (подробнее см. доказательство теоремы 4.5 в [42]), то теорема доказана.

В заключение приведем одно полезное необходимое условие ограниченности
оператора Круглова. Для каждого n ∈ N обозначим lnn u := ln . . . lnu (n раз)
и Φn(u) := exp

(
u lnn(cn + u)

)
− 1, где константа cn выбрана так, что lnn cn = 1.

Применяя те же рассуждения, что и в доказательстве леммы 8, нетрудно про-
верить, что пространство Орлича LΦn совпадает с пространством Марцинке-
вича Mϕn , построенным по функции

ϕn(u) :=
u ln(e/u)

lnn+1(ecn/u)
, u ∈ (0, 1].

Действуя примерно так же, как в доказательстве теоремы 13, приходим к сле-
дующему результату (подробнее см. [42; теорема 7.2]).

Теорема 14. Если оператор K ограничен в симметричном пространст-
ве X , то LΦn ⊂ X для каждого n ∈ N.

В качестве следствия докажем следующее утверждение, которое далее будет
неоднократно использоваться.

Теорема 15. Предположим, что оператор K ограничен в симметричном
пространстве X . Тогда K ограничен в X◦ , где X◦ – сепарабельная часть X
(см. раздел 2). При этом ‖K ‖X◦→X◦ 6 ‖K ‖X→X .

В частности, если X сепарабельно и оператор K ограничен во втором
двойственном X×× , то K ограничен в X и ‖K ‖X→X 6 ‖K ‖X××→X×× .
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Доказательство. Поскольку, не ограничивая общности, можно считать,
что X 6= L∞, то X◦ сепарабельно. Пусть x ∈ X◦. Тогда найдется такая после-
довательность {xn}∞n=1 ⊂ L∞, что ‖xn − x‖X → 0. Так как

‖K xn −K x‖X = ‖K (xn − x)‖X 6 ‖K ‖X→X‖xn − x‖X ,

то
‖K xn −K x‖X → 0, если n→∞. (37)

С одной стороны, по теореме 12 выполнено K xn ∈ LM1 (n = 1, 2, . . . ). С дру-
гой стороны, легко проверить, что LM1 ⊂ (LΦ2)◦, а поскольку по теореме 14
LΦ2 ⊂ X, то X◦ ⊃ (LΦ2)◦ ⊃ LM1 . Таким образом, K xn ∈ X◦ (n = 1, 2, . . . ),
откуда ввиду (37) получаем, что K x ∈ X◦. Так как X◦ – подпространство X,
то ‖K ‖X◦→X◦ 6 ‖K ‖X→X .

Второе утверждение теоремы – непосредственное следствие первого, так как
по условию X = X◦ = (X××)◦.

4.3.2. Пространства Лоренца. Следующая теорема, доказанная в рабо-
те [42], полностью характеризует пространства Лоренца (определение см. в
разделе 2), в которых ограничен оператор Круглова. Напомним, что Ψ – мно-
жество всех квазивогнутых на [0, 1] функций ψ(t), удовлетворяющих услови-
ям: ψ(0) = ψ(+0) = 0 и ψ(1) = 1.

Теорема 16. Пусть ψ ∈ Ψ. Оператор K ограниченно действует в про-
странстве Лоренца Λψ тогда и только тогда, когда для некоторого C > 0
выполнено:

∞∑
k=1

ψ

(
uk

k!

)
6 Cψ(u) (0 < u 6 1). (38)

Доказательство. Обозначив f := χ(0,u] (u ∈ (0, 1]), предположим, что
последовательности {fn,k}nk=1 (n ∈ N) и {χEk}∞k=1 удовлетворяют условиям (i)

и (ii) из определения оператора K ′ (см. (33)). Тогда функция fn :=
n∑
k=1

fn,k
имеет биномиальное распределение с параметром u, т. е.

λ{fn = k} = Cknu
k(1− u)n−k, k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N,

где Ckn = n!/(k!(n− k)!). Следовательно, K f(s) =
∞∑
k=1

kχAk(s) и

λ(Ak) =
∞∑
n=k

Cknu
k(1− u)n−kλ(En) =

1
e

∞∑
n=k

n!
k! (n− k)!

uk(1− u)n−k
1
n!

=
1
e

uk

(1− u)kk!

∞∑
n=k

(1− u)n

(n− k)!
=

1
e

uk(1− u)k

(1− u)kk!

∞∑
n=0

(1− u)n

n!
= e−u

uk

k!
.

Это равенство показывает, что функция K f имеет распределение Пуассона
с параметром u, совпадающее с распределением функции

h(s) :=
∞∑
k=1

χ(0,τk](s), s ∈ [0, 1],

2*
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где τk := e−u
∞∑
i=k

ui/i! (k ∈ N). Поэтому

‖K f‖Λψ = ‖h‖Λψ =
∞∑
k=1

∫ τk

0

dψ̄(s) 6 2
∞∑
k=1

ψ(τk), (39)

где ψ̄ – наименьшая вогнутая мажоранта функции ψ (см. раздел 2). Так как
K – положительный оператор, ограниченно действующий из Λψ в простран-
ство S(0, 1), а крайние точки положительной части единичной сферы про-
странства Λψ – это нормированные характеристические функции измеримых
подмножеств [0, 1], то ограниченность K в Λψ эквивалентна ограниченности
этого оператора на множестве всех таких функций (см. следствие 1 леммы 4.5.2
в [16]). Таким образом, из (39) следует, что K ограничен в Λψ, если и только
если для некоторого C > 0 выполнено:

∞∑
k=1

ψ(τk) 6 Cψ(u) (0 < u 6 1).

Нетрудно показать (см. доказательство теоремы 12), что e−1uk/k! 6 τk 6
2uk/k! (k ∈ N). Тем самым, поскольку функция ψ квазивогнута, предыдущее
неравенство эквивалентно соотношению (38). Теорема доказана.

Доказательство следующего утверждения аналогично, и поэтому мы его
опускаем (см. замечание 5.2 в [42]).

Теорема 17. Пусть ψ ∈ Ψ. Оператор K ограниченно действует из про-
странства Лоренца Λψ в пространство Марцинкевича Mt/ψ(t) (или, на языке
теории интерполяции операторов [16; гл. 2, § 6], K – оператор слабого типа
(ψ,ψ)), тогда и только тогда, когда

sup
u∈(0,1], k∈N

kψ(uk/k!)
ψ(u)

<∞. (40)

Далее мы приведем ряд следствий из теорем 16 и 17. Прежде всего, как
уже говорилось, ввиду теоремы 14 возникает естественная гипотеза о том, что
expL1 (точнее, его сепарабельная часть) – минимальное симметричное про-
странство, в котором ограничен оператор Круглова. В п. 4.3.3 будет показано,
что это не так: мы приведем пример обладающих этим свойством пространств
Марцинкевича, более узких, чем expL1. Здесь же мы покажем, что, тем не ме-
нее, все пространства Лоренца со свойством Круглова лежат “по одну сторону”
от пространства expL1 [5; теорема 4].

Теорема 18. Пусть ψ ∈ Ψ. Если Λψ ∈ K, то Λψ ⊃ expL1 .

Докажем сначала следующую лемму.

Лемма 9. Если функция ψ ∈ Ψ удовлетворяет условию (38), то
∞∑
k=1

ψ(2−k) 6 Aψ(1), (41)

где A > 0 зависит лишь от константы C из (38).
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Доказательство. Ввиду (38),
∞∑
j=1

ψ(2−ijj−j) 6 Cψ(2−i) (i ∈ N), или

∞∑
j=1

ψ
(
2−j(i+[log2 j])

)
6 Cψ(2−i) (i ∈ N). (42)

Прямые оценки показывают, что величина

αn := card{(i, j) ∈ N2 : j(i+ [log2 j]) 6 n}

удовлетворяет соотношению limn→∞ n−1αn = ∞. Поэтому существует такое
m ∈ N, что для всех n > m выполнено неравенство αn > (C + 1)n. Так как ψ

возрастает, то отсюда и из (42) для произвольного l > m следует:

(C + 1)
l∑

n=m

ψ(2−n) 6
l∑
i=1

∞∑
j=1

ψ(2−j(i+[log2 j])) 6 C

l∑
i=1

ψ(2−i),

откуда
l∑

n=m

ψ(2−n) 6 C
m−1∑
i=1

ψ(2−i).

Неравенство (41) является теперь непосредственным следствием того, что l >
m произвольно, а m не зависит от ψ. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 18. Так как по условию Λψ ∈ K, то ввиду тео-
ремы 16 для функции ψ выполнено (38). Применяя лемму 9, получаем (41).
Кроме того, ввиду леммы 8 и соотношения (35)

‖x‖expL1 � sup
0<t61

x∗(t) log−1
2

(
2
t

)
,

и значит, теорема будет доказана, если показать, что log2(2/t) ∈ Λψ. Действи-
тельно,∥∥∥∥log2

2
t

∥∥∥∥
Λψ

=
∫ 1

0

log2

2
t
dψ̄(t) =

∞∑
k=1

∫ 2−k+1

2−k
log2

2
t
dψ̄(t)

6
∞∑
k=1

(k + 1)
(
ψ̄(2−k+1)− ψ̄(2−k)

)
6 4 + 2

∞∑
k=1

ψ(2−k) <∞.

Теорема доказана.

Теорема 17 позволяет дать прямое (и достаточно короткое) доказательство
того, что при выполнении условия X ⊃ Lp для некоторого p < ∞ сепарабель-
ное или максимальное симметричное пространство X имеет свойство Кругло-
ва. В случае максимальных пространств этот результат был известен ранее
(см. [39; теорема 1.2]), однако в его доказательстве в [39] используется теоре-
ма 9 Джонсона–Шехтмана.
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Теорема 19. Если симметричное пространство X содержит простран-
ство Lp для некоторого p ∈ [1,∞), то оператор K ограниченно действует
в пространстве X×× . В частности, если X сепарабельно или максимально,
то K ограничен в X .

Нам здесь также понадобится следующая техническая лемма.

Лемма 10 [47; лемма 11]. Если ψ – возрастающая вогнутая функция на
[0, 1] такая, что ψ(0) = ψ(+0) = 0, ψ(1) = 1 и ψ(t) 6 at1/p для всех t ∈ [0, 1]
и некоторых p, a ∈ [1,∞), то

sup
0<u61

1
ψ(u)

∞∑
k=1

ψ

(
uk

k!

)
6 5ap.

Доказательство теоремы 19. По определению второго ассоциированного
пространства

X×× =
⋂

Λψy и ‖x‖X×× = sup ‖x‖Λψy , (43)

где пересечение и супремум берутся по всем функциям ψy вида

ψy(t) =
∫ t

0

y∗(s) ds (0 < t 6 1), y ∈ X×, ‖y‖X× 6 1.

Следуя [47], положим

θy(t) :=
ψy(t) + t

‖y‖1 + 1
(0 < t 6 1), y ∈ X×, ‖y‖X× 6 1. (44)

Очевидно, что θy – возрастающая вогнутая функция на [0, 1] такая, что θy(0) =
θy(+0) = 0 и θy(1) = 1 для всех y ∈ X×. Если ‖y‖X× 6 1, то по двойственности

‖y‖1 =
∫ 1

0

|y(t)| dt 6 φX(1)‖y‖X× 6 1,

и тогда для каждой x ∈ X×× выполнено неравенство ‖x‖Λψy 6 2‖x‖Λθy . С дру-
гой стороны, ввиду (43) и равенства φX×(x) = 1/φX(x) [16; равенство (2.4.39)]

‖x‖Λθy 6 ‖x‖Λψy + ‖x‖1 6 ‖x‖Λψy + φX×(1)‖x‖X××

6

(
1 +

1
φX(1)

)
‖x‖X×× = 2‖x‖X×× .

Из последних соотношений, а также из (43) следует, что

X×× =
⋂

Λθy , ‖x‖X×× � sup ‖x‖λθy , (45)

где пересечение и супремум берутся по всем θy вида (44).
Далее, так как Lp ⊂ X, то X× ⊂ L×p = Lq, где q = p/(p− 1). Следовательно,

для некоторого a > 0

θy(t) 6
∫ t

0

y∗(s) ds+t 6 ‖y‖qt1/p+t 6 a‖y‖X×t1/p+t 6 (a+1)t1/p (0 < t 6 1).
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Тем самым из леммы 10, теоремы 16 и ее доказательства следует, что опера-
тор K ограничен в пространстве Лоренца Λθy , если ‖y‖X× 6 1, и, кроме того,

sup
‖y‖X×61

‖K ‖Λθy→Λθy
= C <∞.

Таким образом, ввиду (45) для каждого x ∈ X×× имеем:

‖K x‖X×× � sup
‖y‖X×61

‖K x‖Λθy 6 C sup
‖y‖X×61

‖x‖Λθy � ‖x‖X×× ,

и первое утверждение теоремы доказано. Если X максимально, то второе
утверждение очевидно, а если X сепарабельно, то нужно применить теоре-
му 15. Теорема доказана.

Как уже отмечалось, утверждение, обратное к утверждению последней тео-
ремы, неверно: существуют симметричные пространства со свойством Круг-
лова, не содержащие пространств Lp с p < ∞. В первую очередь, это экспо-
ненциальные пространства Орлича expLp при 0 < p 6 1. Операторный подход
и теория интерполяции дают достаточно общий метод для получения подобных
примеров.

Предложение 5. Пусть ρ – квазивогнутая функция на [0, 1] и ψ(t) :=
ρ(t ln(e/t)). Если ψ̃(t) := t/ψ(t) (0 < t 6 1), то пространство Марцинкеви-
ча Mψ̃ имеет свойство Круглова.

Доказательство. Обозначим через `∞(1/ρ) пространство всех двусторон-
них последовательностей a = {ak}∞k=−∞ с нормой

‖a‖l∞(1/ρ) :=
∥∥∥∥{

ak
ρ(2k)

}∞

k=−∞

∥∥∥∥
`∞

.

Так как ввиду теоремы 10 оператор K ограничен в L1 и в LN1 , то он ограничен
в пространстве (L1, LN1)

K
`∞(1/ρ), полученном вещественным методом интерпо-

ляции (см. раздел 2). Рассматривая L1 и LN1 как пространства Марцинкевича
и применяя [46; пример 7.1.3] (ср. с доказательством теоремы 13), мы получаем,
что (L1, LN1)

K
`∞(1/ρ) = Mψ̃. Предложение доказано.

Приведем еще одно следствие теоремы 17, которое показывает, что огра-
ниченность оператора Круглова в симметричном пространстве не может быть
охарактеризована с помощью вложений. Точнее, не существует такого симмет-
ричного пространства X, что этот оператор ограничен в симметричном про-
странстве Y тогда и только тогда, когда Y ⊆ X.

Теорема 20. Предположим, что функция ϕ ∈ Ψ такова, что для каждого
α ∈ (0, 1] выполнено: supt∈(0,1] t

−αϕ(t) = ∞. Тогда существует такая ψ ∈ Ψ,
ψ 6 ϕ, что оператор K не ограничен ни в одном симметричном простран-
стве X с фундаментальной функцией ψ .

Начнем с леммы, которая будет использоваться и в дальнейшем.
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Лемма 11. Пусть функция ϕ ∈ Ψ обладает следующим свойством: для
каждой ψ ∈ Ψ такой, что ψ 6 ϕ, выполнено условие (40). Тогда существуют
a > 1 и α ∈ (0, 1], для которых ϕ(t) 6 atα (0 6 t 6 1).

Доказательство. Мы используем идею доказательства теоремы 14 из [47].
Предположим, что утверждение леммы неверно, т. е. sup0<t61 ϕ(t)t−1/n = ∞
для каждого n = 1, 2, . . . . Тогда можно найти такую последовательность tn ↓ 0,
что t1 = 1 и

ϕ(tn) >
nϕ(tn−1)
tn−1

t1/nn (n = 2, 3 . . . ).

Отсюда (
tn−1

ϕ(tn−1)
ϕ(tn)

)n
> nntn > n! tn. (46)

Если sn := tn−1ϕ(tn)/ϕ(tn−1), то tn < sn < tn−1 для всех n = 2, 3, . . . . Опреде-
лим функцию

ψ(t) =


ϕ(tn), если tn 6 t 6 sn, n = 1, 2, 3, . . . ,
tϕ(tn−1)
tn−1

, если sn 6 t 6 tn−1, n = 2, 3, . . . ,

0, если t = 0.

Функция ψ(t) квазивогнута на [0, 1] и ψ 6 ϕ. Ввиду (46) верны равенства
ψ(snn/n!) = ψ(tn) = ψ(sn), и поэтому условие (40) для этой функции не выпол-
нено. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 20. По лемме 11 существует функция ψ ∈ Ψ,
ψ 6 ϕ, которая не удовлетворяет условию (40). Тогда по теореме 17 опера-
тор K не ограничен из пространства Лоренца Λψ в пространство Марцинкеви-
ча Mt/ψ(t). Так как первое из этих пространств – наименьшее из симметричных
пространств с фундаментальной функцией ψ, а второе – наибольшее (см. раз-
дел 2 или [16; теоремы 2.5.5 и 2.5.7]), то отсюда получаем нужное утверждение.

Замечание 4. Непосредственное применение теоремы 20 к пространствам
Лоренца показывает, что утверждение, обратное к утверждению теоремы 18,
вообще говоря, не верно.

4.3.3. Пространства Марцинкевича, “близкие” к expL1. Как уже не раз го-
ворилось, пространство Орлича expL1, построенное по функции et − 1, имеет
свойство Круглова. По теореме 15 то же самое верно и для его сепарабельной
части (expL1)◦. Заметим, что все рассматривавшиеся до сих пор симметричные
пространства X со свойством Круглова содержат последнее пространство. Это
верно, например, для всех таких пространств Лоренца (см. теорему 18). Ввиду
теоремы 14 возникает, казалось бы, естественная гипотеза о том, что (expL1)◦ –
минимальное симметричное пространство, в котором ограничен оператор Круг-
лова. Тем не менее, в работе [5] эта гипотеза была опровергнута. Более того,
там доказано, что для всякого симметричного пространства X ∈ K существует
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пространство Марцинкевича Mψ

6=
⊂ X, также обладающее свойством Кругло-

ва. Основную роль далее будет играть семейство пространств Марцинкевича,
определяемое в следующей теореме.

Теорема 21. Существует семейство {Mψε}0<ε<1 пространств Марцин-
кевича, Mψε ⊆Mψδ (0 < ε 6 δ < 1), со следующими свойствами:

1) Mψε ∈ K, 0 < ε < 1;
2) если X симметрично и X ∈ K, то для всех достаточно малых ε мы

имеем: Mψε ⊂ X ;
3) функции ψε попарно не эквивалентны, точнее,

lim
t→0

ψε(t)
ψδ(t)

= 0, если 0 < ε < δ < 1; (47)

4) Mψε

6=
⊂ (expL1)◦ для достаточно малых ε > 0.

Для доказательства нам потребуется следующее простое утверждение.

Лемма 12. Если f ∈ L1[0, 1], то

lim
n→∞

λ(supp K nf) = 0.

Доказательство. Так как оператор K положителен, можно считать, что
f > 0 и что λ(supp f) = 1. Тогда, если an := λ{t : K nf(t) = 0} (n ∈ N), то
по определению оператора K (см. соотношение (33)) a1 = 1/e и

an+1 =
1
e

+
1
e

∞∑
k=1

akn
k!

= ean−1 (n = 1, 2, . . . ).

Легко видеть, что последовательность {an} возрастает и an ∈ (0, 1). Так как
f(x) := ex−1−x убывает на [0, 1], то функция ex−1 имеет на этом отрезке един-
ственную неподвижную точку x = 1. Следовательно, limn→∞ an = 1, и утвер-
ждение доказано.

Доказательство теоремы 21. Рассмотрим функции hn := (K nχ[0,1])∗,
n > 0. Так как оператор K переводит равноизмеримые функции в равноизме-
римые, то

(K hn)∗ = hn+1. (48)

Далее, по лемме 12 имеем λ(supphn) → 0 при n→∞, и значит, ряд

gε =
∞∑
n=0

εnhn (49)

сходится всюду на (0, 1] для каждого ε > 0, а функция gε убывает. Кроме того,
из определения оператора K (см. опять (33)) следует, что ‖K ‖L1→L1 = 1.
Поэтому, если 0 < ε < 1, то ряд (49) сходится в L1 и gε ∈ L1. Покажем
теперь, что утверждения теоремы справедливы для семейства {Mψε}ε>0, где

ψε(t) =
∫ t

0

gε(s) ds (0 6 t 6 1).
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1) Докажем, что оператор K ограничен в Mψε . Так как крайние точки
единичного шара в этом пространстве равноизмеримы с функцией gε [48], [49],
то для этого достаточно показать, что K gε ∈ Mψε . Ввиду ограниченности
оператора K в L1 имеем:

K gε =
∞∑
n=0

εnK hn ≺
∞∑
n=0

εnhn+1 6
1
ε

∞∑
n=0

εnhn =
1
ε
gε,

где первое неравенство вытекает из (48) и хорошо известного свойства полу-
упорядоченности Харди–Литтлвуда (см. раздел 2 и [16; гл. 2, § 2]). Отсюда
следует, что K gε ∈Mψε .

2) Предположим теперь, что X ∈ K. Тогда, в силу леммы 7 и теоремы 15,
K : X◦ → X◦. Поэтому C = ‖K ‖X◦→X◦ < ∞, откуда следует, что ‖hn‖X 6
Cn‖χ[0,1]‖X = Cn. Поэтому для всех ε < C−1 ряд (49) сходится в X◦ и gε ∈ X◦.
Кроме того, так как пространство X◦ сепарабельно, то из x ∈ X◦ и y ≺ x сле-
дует: y ∈ X◦ и ‖y‖X◦ 6 ‖x‖X◦ (см. раздел 2 или [16; теоремы 2.4.3 и 2.4.10]).
Таким образом, вместе с gε весь единичный шар пространства Марцинкеви-
ча Mψε содержится в X◦, откуда Mψε ⊂ X◦ ⊂ X.

3) Пусть, как и ранее, функция gε определяется соотношением (49) и 0 <

ε < δ. Нетрудно проверить (см. доказательство теоремы 7.2 в [42]), что

lim
t→0

hn+1(t)
hn(t)

= ∞.

Поэтому для любого m = 1, 2, . . .

lim sup
t→0

gε(t)
gδ(t)

= lim sup
t→0

( ∞∑
n=1

εnhn(t)
)( ∞∑

n=1

δnhn(t)
)−1

= · · ·

= lim sup
t→0

( ∞∑
n=m

εnhn(t)
)( ∞∑

n=m

δnhn(t)
)−1

6

(
ε

δ

)m
.

Тем самым limt→0 gε(t)/gδ(t) = 0, откуда следует (47).
4) Как уже говорилось, K ограниченно действует в пространстве (expL1)◦.

Поэтому достаточно применить уже доказанные утверждения 2) и 3).

Следствие 2. Для любого симметричного пространства X ∈ K суще-

ствует такое симметричное пространство Y ∈ K, что Y
6=
⊂ X .

5. Сравнение сумм независимых и дизъюнктных функций
в симметричных пространствах

Следующая теорема является уточнением теоремы 1 из [44] (см. также [42;
теоремы 3.5 и 6.1]). Ее часть (ii) усиливает и дополняет неравенство Джонсона–
Шехтмана (28), в то время как часть (i) показывает практически окончатель-
ный характер этого усиления. Через f всюду далее по-прежнему обозначает-
ся дизъюнктная сумма, соответствующая последовательности {fk}∞k=1, а через
LMp

– пространство Орлича, построенное по функции Mp(t) := et ln
1/p(e+t) − 1

(p > 0).
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Теорема 22. Пусть X и Y – такие симметричные пространства на [0, 1],
что X ⊆ Y .

(i) Предположим, что неравенство∥∥∥∥ n∑
i=1

fi

∥∥∥∥
Y

6 C‖f‖Z1
X

(= C‖f‖X) (50)

справедливо для некоторого C > 0 и произвольной последовательности неза-
висимых функций {fk}nk=1 ⊂ X , удовлетворяющей условию (31). Тогда опера-
тор Круглова K ограничен из X в Y ×× и ‖K ‖X→Y ×× 6 C .

(ii) Если оператор K ограниченно действует из X в Y , то для каждой
последовательности независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X выполнено:∥∥∥∥ n∑

i=1

fi

∥∥∥∥
Y

6 8‖K ‖X→Y ‖f‖Z1
X
. (51)

В доказательстве части (i) используется одно свойство слабой сходимости
распределений. Напомним, что одно из эквивалентных условий слабой сходи-
мости с. в. fn к с. в. f состоит в поточечной сходимости соответствующих ха-
рактеристических функций: θfn(t) → θf (t) для всех t ∈ R (см., например, [50]).

Лемма 13 [39; предложение 5]. Пусть X – максимальное симметричное
пространство на [0, 1] и {fn}∞n=1 ⊂ X . Если fn слабо сходятся к f и

sup
n=1,2,...

‖fn‖X = C <∞,

то f ∈ X и ‖f‖X 6 C .

В доказательстве части (ii) нам понадобится аналог известного неравен-
ства Прохорова [51] для неотрицательных функций. Пусть последователь-
ность {fk}∞k=1 состоит из независимых функций, определенных на [0, 1]. Обо-
значим через {hk}∞k=1 такую последовательность независимых функций, что
Fhk(x) = FK fk(x) (x ∈ R) при всех k = 1, 2, . . . .

Лемма 14. Если fk независимы и неотрицательны, то для каждого n ∈ N

λ

{ n∑
k=1

fk > x

}
6 2λ

{ n∑
k=1

hk >
x

2

}
(x > 0). (52)

Доказательство. Без ограничения общности можно предполагать, что fi

определены на пространстве
n∏
i=1

([0, 1], λi), причем fi(t1, . . . , tn) = fi(ti) (i =

1, . . . , n). Так как fi > 0, то из определения оператора Круглова следует, что
K fi > gi для некоторой с. в. gi, одинаково распределенной с функцией σ1/2fi.
Следовательно,

n∑
i=1

K fi(ti) >
n∑
i=1

gi(ti). (53)
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С другой стороны, ясно, что для каждого i = 1, . . . , n функция fi одинаково
распределена с суммой gi + g′i, где gi и g′i дизъюнктны и одинаково распреде-

лены. Поэтому, если λn =
n∏
i=1

λi, то ввиду независимости и соотношения (53)

для каждого x > 0

λn
{ n∑
i=1

fi(ti) > x

}
= λn

{ n∑
i=1

(
gi(ti) + g′i(ti)

)
> x

}

6 2λn
{ n∑
i=1

gi(ti) >
x

2

}
6 2λn

{ n∑
i=1

K fi(ti) >
x

2

}
.

Поскольку K fi и hi одинаково распределены, а hi независимы, то (52) до-
казано.

Доказательство теоремы 22. (i) Мы следуем идее доказательства лем-
мы 1.6 из [39]. Пусть n ∈ N. Для произвольной f ∈ X выберем одинаково
распределенную с ней функцию h ∈ X так, что h и χ[0,1/n] независимы. Тогда,
как легко проверить, функция hn := hχ[0,1/n] будет одинаково распределена
с функцией σ1/nf . Рассмотрим набор {χ[0,1/n], hn,k}nk=1, состоящий из незави-
симых функций, где Fhn,k(x) = Fhn(x) (x ∈ R) для всех 1 6 k 6 n. Так как

функции
∣∣∣∣ n∑
k=1

hn,k

∣∣∣∣ и |h| имеют одну и ту же функцию распределения, то анало-

гичное свойство имеют и функции
∣∣∣∣ n∑
k=1

hn,k

∣∣∣∣ и |f |. Кроме того, набор {hn,k}nk=1

удовлетворяет неравенству (31). Следовательно, по условию теоремы∥∥∥∥ n∑
k=1

hn,k

∥∥∥∥
Y

6 C

∥∥∥∥ n∑
k=1

hn,k

∥∥∥∥
X

= C‖f‖X . (54)

Непосредственные вычисления показывают, что θ
hn

(t) = n−1θf (t) + (1 − n−1)

для всех t ∈ R. Поэтому характеристическая функция суммы Hn :=
n∑
k=1

hn,k
определяется равенством

θHn(t) =
(
n−1(θf (t)− 1) + 1

)n (t ∈ R).

Так как limn→∞ θHn(t) = exp(θf (t) − 1) = θK f (t) для каждого t ∈ R, то Hn

сходится слабо к K f . Тем самым, из соотношения (54), максимальности Y ××

и леммы 13 следует, что ‖K f‖Y ×× 6 C‖f‖X .
(ii) Прежде всего, ясно, что достаточно рассматривать лишь неотрицатель-

ные функции. Предположим сначала, что последовательность {fk}∞k=1 ⊂ X

состоит из неотрицательных независимых функций, удовлетворяющих усло-
вию (31). Пусть по-прежнему hk независимы и Fhk(x) = FK fk(x) (x ∈ R) при
всех k = 1, 2, . . . . Тогда по лемме 14 имеем (52), и, значит, ввиду предложения 1∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Y

6 4
∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥
Y

. (55)
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Так как функции fk (k = 1, . . . , n) попарно дизъюнктны, то, учитывая опреде-
ление дизъюнктной суммы, получим∫ ∞

−∞
(eitx − 1) dFf (x) =

n∑
k=1

∫ ∞

−∞
(eitx − 1) dFfk(x),

откуда

θK f (t) =
n∏
k=1

θK fk(t) =
n∏
k=1

θhk(t) = θ∑n
k=1 hk

(t) (t ∈ R).

Таким образом, функции
∑n
k=1 hk и K f одинаково распределены. Следова-

тельно, ввиду (55)∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Y

6 4
∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥
Y

= 4‖K f‖Y 6 4‖K ‖X→Y ‖f‖X ,

и в рассматриваемом случае неравенство (51) доказано.
Пусть теперь {fk}∞k=1 ⊂ X – произвольная последовательность неотрица-

тельных независимых функций. Без ограничения общности мы можем (и бу-
дем) предполагать, что λ{fi = τ} = 0 для каждого τ > 0 и всех i = 1, . . . , n.
Тогда существуют такие 0 = tn < tn−1 < · · · < t1 < t0 = ∞, что

n∑
i=1

λ{tj 6 fi < tj−1} = 1 (j = 1, . . . , n).

Заметим, что для последовательности {fiχ{fi>t1}}ni=1 выполнено условие (31).
Поэтому, как уже доказано,∥∥∥∥ n∑

i=1

fiχ{fi>t1}

∥∥∥∥
Y

6 4‖K ‖
∥∥∥∥ n∑
i=1

fiχ{fi>t1}

∥∥∥∥
X

= 4‖K ‖
∥∥∥∥( n∑

i=1

fi

)∗

χ[0,1]

∥∥∥∥
X

. (56)

Каждая из последовательностей
{
fiχ{tj<fi<tj−1}

}n
i=1

(j = 2, . . . , n) также удо-
влетворяет условию (31). Тем самым, ввиду того, что ‖χ[0,1]‖X = 1, получим∥∥∥∥ n∑
i=1

fiχ{fi<t1}

∥∥∥∥
Y

6
n∑
j=2

∥∥∥∥ n∑
i=1

fiχ{tj<fi<tj−1}

∥∥∥∥
Y

6 4‖K ‖
n∑
j=2

∥∥∥∥ n∑
i=1

fiχ{tj<fi<tj−1}

∥∥∥∥
X

6 4‖K ‖
n∑
j=2

tj−1 6 4‖K ‖
(∥∥∥∥ n∑

i=1

fiχ{fi>t1}

∥∥∥∥
X

+
n−1∑
j=2

∥∥∥∥ n∑
i=1

fiχ{tj<fi<tj−1}

∥∥∥∥
1

)

= 4‖K ‖
(∥∥∥∥( n∑

i=1

fi

)∗

χ[0,1]

∥∥∥∥
X

+
n−1∑
j=2

∥∥∥∥( n∑
i=1

fi

)∗

χ[j−1,j]

∥∥∥∥
1

)
= 4‖K ‖

∥∥∥∥ n∑
i=1

fi

∥∥∥∥
Z1
X

.

Отсюда и из (56) следует (51), и теорема доказана.

Разумеется, если пространство Y максимально, то утверждение части (i) по-
следней теоремы приобретает следующий вид: оператор K ограничен из X в Y
и ‖K ‖X→Y 6 C. Это утверждение может быть распространено на случай, ко-
гда X = Y сепарабельно. Тем самым мы получаем частичный положительный
ответ на вопрос, заданный в [39; § 1.6, с. 16].
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Теорема 23. Предположим, что X – такое сепарабельное симметричное
пространство на [0, 1], что неравенство∥∥∥∥ n∑

i=1

fi

∥∥∥∥
X

6 C‖f‖Z1
X

(= C‖f‖X) (57)

справедливо для некоторого C > 0 и произвольной последовательности неза-
висимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющей условию (31). Тогда опера-
тор K ограничен в X и ‖K ‖X→X 6 C .

Доказательство. Стандартные рассуждения, основанные на использова-
нии максимальности пространства X××, а также перехода к срезкам рассмат-
риваемых функций, приводят к распространению неравенства (57) на последо-
вательности {fk}∞k=1 ⊂ X××. Поэтому по теореме 22 оператор K ограниченно
действует в X×× и ‖K ‖X××→X×× 6 C. Применяя теорему 15, получаем утвер-
ждение.

Замечание 5. Однако, если X 6= Y , то утверждение (i) теоремы 22 не мо-
жет быть усилено подобным образом даже в случае сепарабельного Y . Доста-
точно рассмотреть следующий случай: X = L∞ и Y = (LM1)◦.

Из теоремы 22, а также результатов об ограниченности оператора Круглова
в симметричных пространствах, полученных в предыдущем разделе, вытека-
ет целый ряд следствий о справедливости неравенства (51) в конкретных про-
странствах. Приведем здесь лишь одно из них. Пусть p ∈ (1,∞] и q = p/(p−1).
Так как (LMq

)◦ – наименьшее среди всех симметричных пространств Y со свой-
ством Y ×× ⊇ LMq

, а expLp ⊂ (LMq
)◦, то из теорем 22, 12 и 13 получаем следу-

ющее утверждение.

Следствие 3. Для произвольного p ∈ (1,∞] существует такая констан-
та Cp > 0, что для всех n ∈ N и произвольной последовательности независи-
мых функций {fk}nk=1 ⊂ expLp выполнено:∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
(LMq )◦

6 Cp‖f‖Z1
expLp

.

Кроме того, если симметричное пространство Y обладает тем свойством,
что для некоторого C > 0 и произвольной последовательности независимых
функций {fk}nk=1 ⊂ expLp , удовлетворяющей условию (31), выполнено нера-
венство ∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Y

6 C‖f‖expLp ,

то (LMq
)◦ ⊆ Y .

Следующий результат, доказанный в [42], является в определенном смысле
обращением второго из утверждений теоремы 9 Джонсона–Шехтмана.
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Теорема 24. Предположим, что симметричное пространство X имеет
следующее свойство: для каждого максимального симметричного простран-
ства Y ⊃ X существует такая константа C > 0, что для всех n ∈ N и про-
извольной последовательности независимых функций {fk}nk=1 ⊂ Y , удовле-
творяющей условию (31), выполнено неравенство∥∥∥∥ n∑

i=1

fi

∥∥∥∥
Y

6 C‖f‖Y ,

где f – дизъюнктная сумма последовательности {fk}nk=1 . Тогда X ⊃ Lp при
некотором p <∞.

Доказательство. Согласно теореме 2.5.7 из [16], X ⊆Mt/φX , где φX – фун-
даментальная функция пространства X. Следовательно, для каждой функции
ψ ∈ Ψ такой, что ψ 6 φX , имеем: X ⊆Mt/ψ(t). Тем самым по условию и теоре-
ме 22, (i) оператор K ограниченно действует в пространстве Mt/ψ(t). Но тогда
ввиду теоремы 17 условие (40) выполнено для каждой такой функции ψ. При-
меняя лемму 11, получаем, что φX(t) 6 atα при некоторых a > 1 и α ∈ (0, 1]
и для всех t ∈ [0, 1]. Последнее неравенство вместе с теоремой 2.5.5 из [16]
гарантирует, что

X ⊇ ΛφX ⊇ Λtα .

Так как пространство Лоренца Λtα содержит Lp, если p > 1/α, то теорема
доказана.

Замечание 6. Из доказательства ясно, что последнее утверждение оста-
нется верным, если в его формулировке класс всех максимальных симметрич-
ных пространств заменить множеством пространств Марцинкевича.

Перейдем теперь к рассмотрению случая независимых функций, в среднем
равных нулю. Первоначальный вариант следующей теоремы, усиливающей
неравенство Джонсона–Шехтмана (27), был доказан в работе [52] с использо-
ванием техники теории безгранично делимых распределений. Здесь доказа-
тельство значительно упрощено [53].

Теорема 25. Пусть X и Y – симметричные пространства на [0, 1], X ⊂Y .
Тогда, если оператор K ограниченно действует из X в Y , то существует
такая универсальная константа α > 0, что для любой последовательности

независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X ,
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ), и всех n ∈ N
имеет место неравенство∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Y

6 α‖K ‖X→Y ‖f‖Z2
X
. (58)

Отметим ту ключевую роль, которую играет в доказательстве этой теоремы
неравенство Прохорова из теоремы 5. Далее нам понадобятся два вспомога-
тельных утверждения.
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Предложение 6. Существует такая универсальная константа β > 0,
что для любой последовательности {fk}∞k=1 ограниченных симметрично рас-
пределенных независимых функций выполнено∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
LM1

6 β‖f‖L2∩L∞ (n ∈ N).

Доказательство. Рассмотрим следующее подпространство пространства
L2 ∩ L∞(0,∞):

(L2 ∩ L∞)s := {f ∈ L2 ∩ L∞ : с. в. f (k)(x) := f(x+ k − 1) (0 6 x 6 1)

симметрично распределена для каждого k > 1}.

Нетрудно проверить, что (L2 ∩ L∞)s замкнуто в L2 ∩ L∞ и, следовательно,
является банаховым пространством. Определим последовательность линейных
операторов

Un : (L2 ∩ L∞)s → LM1(Ω,P), Unf(t1, . . . , tn, . . . ) =
n∑
k=1

f(k − 1 + tk),

где, как обычно, (Ω,P) =
∞∏
k=1

([0, 1], λk). Очевидно, что ‖Un‖(L2∩L∞)s→LM1
6 n.

Пусть fk – дизъюнктные копии функций f(k − 1 + tk) (k = 1, 2, . . . ), а f (n) =
n∑
k=1

fk – дизъюнктная сумма первых n функций. Так как функции f(k− 1+ tk)

симметрично распределены, то по теореме 5

P

{ n∑
k=1

f(k − 1 + tk) > τ

}
6 exp

(
− τ

2‖f (n)‖∞
arcsh

τ‖f (n)‖∞
2‖f (n)‖22

)
(τ > 0). (59)

Напомним, что функция f̄1(t) := ln(e/t)/ ln(ln(ee/t)) “максимальна по переста-
новке” в пространстве LM1 (см. первое из соотношений (35) и лемму 8). Кроме
того, как нетрудно проверить, для некоторого C > 1 и всех достаточно больших
τ > 0 выполнены неравенства

e−C
−1τ ln τ 6 λ{t ∈ (0, 1] : f̄1(t) > τ} 6 e−τ ln τ .

Предположим, что f ∈ (L2 ∩ L∞)s, ‖f‖L2∩L∞ = 1 и n0 ∈ N таково, что
fχ(0,n0] 6= 0. Легко видеть, что правая часть в (59) не превосходит

exp
(
−τ

2
arcsh

τ‖fχ(0,n0]‖∞
2

)
для всех n > n0 и τ > 0. Поэтому, так как arcsh t ∼ ln t при t→ +∞, то мы полу-
чаем, что supn=1,2,... ‖Unf‖LM1

<∞ для каждой фиксированной f ∈ (L2∩L∞)s.
Но тогда ввиду принципа Банаха–Штейнгауза нормы ‖Un‖(L2∩L∞)s→LM1

(n ∈ N) равномерно ограничены, и утверждение доказано.
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Лемма 15. Пусть X и Y – симметричные пространства на [0, 1] и K :
X → Y . Тогда LM1 ⊂ Y и, кроме того, существует такая универсальная
константа γ > 0, что для всех x ∈ LM1 имеет место неравенство

‖x‖Y 6 γ‖K ‖X→Y ‖x‖LM1
.

Доказательство. Если функция f̄1 – та же, что и в доказательстве преды-
дущего утверждения, то, как там отмечалось, для произвольной x ∈ LM1 и для
всех 0 < t 6 1 неравенство x∗(t) 6 γf̄1(t)‖x‖LM1

выполнено с некоторой уни-
версальной константой γ > 0. Кроме того, f̄1 6 K χ[0,1] (см. доказательство
теоремы 12), и, значит,

‖f̄1‖Y 6 ‖K χ[0,1]‖Y 6 ‖K ‖X→Y ‖χ[0,1]‖X = ‖K ‖X→Y .

В итоге получаем

‖x‖Y 6 γ‖f̄1‖Y ‖x‖LM1
6 γ‖K ‖X→Y ‖x‖LM1

.

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 25. Предположим сначала, что функции fk
(k = 1, 2, . . . ) симметрично распределены. Обозначим t0 := f∗(1), где, как
и ранее, f – соответствующая дизъюнктная сумма. Тогда

n∑
k=1

λ{s ∈ [0, 1] : |fk(s)| > t0} = λ{s > 0 : |f(s)| > t0} 6 1.

Если uk := fkχ{|fk|>t0}, vk := fkχ{|fk|6t0} (k = 1, . . . , n), то {uk} и {vk} – по-
следовательности независимых симметрично распределенных функций и fk =

uk + vk. Так как
n∑
k=1

λ(supp uk) 6 1, то по теореме 22 (см. также ее доказа-
тельство) ∥∥∥∥ n∑

k=1

uk

∥∥∥∥
Y

6 4‖u‖X = 4‖f∗χ[0,1]‖X . (60)

Одновременно, применяя лемму 15 и предложение 6, а также учитывая, что
‖χ[0,1]‖X = 1, получаем:∥∥∥∥ n∑

k=1

vk

∥∥∥∥
Y

6 γ‖K ‖X→Y

∥∥∥∥ n∑
k=1

vk

∥∥∥∥
LM1

6 γβ‖K ‖X→Y ‖v‖L2∩L∞

6 γβ‖K ‖X→Y ‖f∗χ[1,∞)‖L2∩L∞ 6 γβ‖K ‖X→Y (t0 + ‖f∗χ[1,∞)‖L2)

6 γβ‖K ‖X→Y (‖f∗χ[0,1]‖X + ‖f∗χ[1,∞)‖L2) = γβ‖K ‖X→Y ‖f‖Z2
X
.

Отсюда и из (60) следует, что для симметрично распределенных функций нера-
венство (58) выполнено с константой 4 + γβ.

Рассмотрим общий случай, когда известно лишь, что
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k =

1, 2, . . . ). Действуя стандартным образом, применим симметризацию. Пусть
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{f ′k}nk=1 – последовательность независимых копий функций fk (k = 1, . . . , n) и,
кроме того, hk := fk − f ′k (k = 1, . . . , n). Тогда {hk}nk=1 – последовательность
независимых симметрично распределенных с. в., и, как уже доказано, для нее
неравенство (58) выполнено.

Пусть B – σ-подалгебра, порожденная последовательностью {fk}nk=1, а EB –
оператор условного математического ожидания, соответствующий ей. Ввиду
предложения 2 выполнено равенство ‖EB‖Y→Y = 1. Следовательно,∥∥∥∥ n∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Y

=
∥∥∥∥EB

( n∑
k=1

hk

)∥∥∥∥
Y

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥
Y

.

Так как λ{t > 0 : |h(t)| > x} 6 2λ{t > 0 : |f(t)| > x} (x > 0), то ввиду
предложения 1 неравенство (58) выполнено и в этом случае с константой α =
8 + 2γβ. Теорема доказана.

6. Неравенства типа Розенталя для симметричных
(квази)норм на последовательностях независимых функций

Пусть E – симметричное (квази)банахово пространство последовательностей
(см. раздел 2), {ek}∞k=1 ⊂ E – стандартный базис в E, а X – симметричное про-
странство функций на [0, 1]. Для произвольной последовательности неотрица-
тельных независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X (n ∈ N) рассмотрим величину∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

.

Основная цель этого раздела – найти как можно более точные оценки для нее
в терминах дизъюнктных копий функций данной последовательности. Резуль-
таты такого рода находят многочисленные применения при изучении различ-
ных вопросов геометрии пространств, например, в локальной теории выпук-
лых тел [54], [55]. “Происхождение” этой величины очевидно: в случае E = `1
и X = Lp (1 6 p < ∞) она фигурирует в неравенстве Розенталя (6). Мы от-
дельно рассмотрим оценки снизу и сверху, так как условия, при которых они
имеют место, а также методы их доказательства различны.

6.1. Нижние оценки. Мы начнем с одного несложного, но важного утвер-
ждения, доказанного в [56; предложение 1] (очень близкий результат см. в [35;
лемма 3]).

Предложение 7. Пусть {fk}∞k=1 – последовательность неотрицатель-
ных независимых функций, определенных на [0, 1], а f – соответствующая
дизъюнктная сумма. Для любого t > 0 справедливо неравенство

1
2
λ{f∗χ[0,1] > t} 6 λ

{
sup

k=1,2,...
fk > t

}
6 λ{f∗χ[0,1] > t}.

Доказательство. Зафиксируем t > f∗(1) (достаточно рассмотреть лишь
этот случай) и обозначим ak := λ{fk > t} (k = 1, 2, . . . ). Тогда ввиду (25),
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а также независимости функций fk

λ{f∗χ[0,1] > t} =
∞∑
k=1

ak 6 1 и λ
{

sup
k=1,2,...

fk > t
}

= 1−
∞∏
k=1

(1− ak).

Нетрудно показать, что

1−
∞∑
k=1

ak 6
∞∏
k=1

(1− ak) 6 1−
∑∞
k=1 ak

1 +
∑∞
k=1 ak

.

Например, правое неравенство является следствием оценок

∞∏
k=1

(1− ak)
(

1 +
∞∑
k=1

ak

)
6

∞∏
k=1

(1− ak)(1 + ak) =
∞∏
k=1

(1− a2
k) 6 1.

Поэтому

1
2
λ{f∗χ[0,1] > t} 6

λ{f∗χ[0,1] > t}
1 + λ{f∗χ[0,1] > t}

6 λ
{

sup
k=1,2,...

fk > t
}

6 λ{f∗χ[0,1] > t},

и предложение доказано.

Следующее утверждение было получено в работе [57] (см. также [58], [59]).

Теорема 26. Для произвольных функционального симметричного прост-
ранства X и банахова симметричного пространства последовательностей E ,
для всех n ∈ N и любой последовательности неотрицательных независимых
функций {fk}nk=1 ⊂ X справедливо неравенство

‖f∗χ[0,1]‖X +
∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

6 6
∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

. (61)

Доказательство. Сначала мы докажем неравенство (61) в частном слу-
чае, когда X = L1, а E – пространство последовательностей sr (r = 1, 2, . . . )

с нормой ‖(ak)∞k=1‖sr :=
r∑

k=1

a]k, где (a]k)
∞
k=1 – невозрастающая перестановка по-

следовательности (|ak|)∞k=1.
Обозначим A(t) := f∗(t) и B(t) := max16k6n fk(t). Тогда ввиду предложе-

ния 7
1
2

∫ 1

0

A(t) dt 6
∫ 1

0

B(t) dt 6
∫ 1

0

A(t) dt. (62)

Далее рассмотрим последовательность {gk}nk=1 независимых с. в. таких, что
λ{gk = 1} = 1/r и λ{gk = 0} = (r− 1)/r (k > 1), где r ∈ N и 1 < r 6 n. Предпо-
ложим также, что эта последовательность независима относительно последо-
вательности {fk}nk=1. Будем считать, что все функции определены на квадрате
[0, 1]× [0, 1], fk = fk(t), gk = gk(s). Рассмотрим последовательность {fkgk}nk=1,
обозначив через A и B соответствующие ей величины, аналогичные A и B
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(определенным ранее для последовательности {fk}nk=1). Применяя к ней (62),
получим, что

1
2

∫ 1

0

A (u) du 6
∫ 1

0

∫ 1

0

B(s, t) ds dt 6
∫ 1

0

A (u) du.

Так как (fkgk)∗ = (σ1/rfk)∗ (см. доказательство теоремы 22), где, как обычно,
σ1/rfk(t) = fk(rt), то A (u) = σ1/rA(u) (u > 0). Следовательно,∫ 1

0

A (u) du =
∫ 1

0

σ1/rA(u) du =
∫ 1

0

A(ru) du =
1
r

( ∫ 1

0

A(u) du+
∫ r

1

A(u) du
)
,

и ввиду неравенства
r∑

k=2

A(k) 6
∫ r

1

A(u) du 6
r∑

k=1

A(k) из предыдущих соотно-
шений следует:

1
4r

( ∫ 1

0

A(u) du+
r∑

k=1

A(k)
)

6
∫ 1

0

∫ 1

0

B(s, t) dsdt

6
1
r

( ∫ 1

0

A(u) du+
r∑

k=1

A(k)
)
. (63)

Покажем, что из последнего неравенства вытекает (61) в случае X = L1,
E = sr. Рассмотрим оператор EM условного математического ожидания от-
носительно σ-подалгебры M σ-алгебры измеримых по Лебегу подмножеств
квадрата [0, 1] × [0, 1], состоящей из всех множеств вида e × [0, 1], где e – про-
извольное измеримое подмножество [0, 1]. Если f суммируема на [0, 1] × [0, 1],

то EMf(t) =
∫ 1

0

f(t, s) ds. В частности,

EM B(t) =
∫ 1

0

max
16k6n

fk(t)gk(s) ds.

Если теперь At – величина, аналогичная A и соответствующая последователь-
ности {fk(t)gk(·)}nk=1, то для каждого t ∈ [0, 1]∫ 1

0

At(u) du =
∫ 1

0

r∑
k=1

(fk(t))]χ((k−1)/r,k/r)(s) ds =
1
r

r∑
k=1

(fk(t))].

Следовательно, применяя (62) к последовательности {fk(t)gk(·)}nk=1, получаем

1
2r

r∑
k=1

(fk(t))] 6 EM B(t) 6
1
r

r∑
k=1

(fk(t))], 0 < t 6 1. (64)

Так как
∫ 1

0

∫ 1

0

B(s, t) ds dt =
∫ 1

0

EM B(t) dt, то из (64) и (63) следует, что

1
4

( ∫ 1

0

A(u) du+
r∑

k=1

A(k)
)

6
∫ 1

0

r∑
k=1

(fk(t))] dt 6 2
( ∫ 1

0

A(u) du+
r∑

k=1

A(k)
)
,

(65)
и неравенство (61) доказано, если X = L1, а E = sr (r = 1, 2, . . . ).
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Рассмотрим общий случай. Прежде всего, заметим, что неравенство (61)
будет следствием оценок

‖Aχ[0,1]‖X 6 2
∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

и
∥∥∥∥ n∑
k=1

A(k)ek

∥∥∥∥
E

6 4
∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

. (66)

Первая из них ввиду очевидного соотношения max16k6n fk 6
∥∥∥ n∑
k=1

fkek

∥∥∥
E

,

а также предложения 1 сразу вытекает из левой части неравенства, доказан-
ного в предложении 7.

Для доказательства второго из неравенств (66) воспользуемся двойственно-
стью. Прежде всего,∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

= sup
b={bk}nk=1, ‖b‖E×61

n∑
k=1

(fk(t))]b
]
k

= sup
b={bk}nk=1, ‖b‖E×61

n∑
r=1

‖(fk(t))nk=1‖sr (b]r − b]r+1), b]n+1 = 0,

где двойственное пространство E× определяется совершенно аналогично тому,
как это делается в случае функциональных пространств. Поэтому∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk(t)ek

∥∥∥∥
E

dt > sup
b={bk}nk=1, ‖b‖E×61

n∑
r=1

(b]r − b]r+1)
∫ 1

0

‖(fk(t))nk=1‖sr dt.

Отсюда и из (65) следует, что

4
∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk(t)ek

∥∥∥∥
E

dt > sup
b={bk}nk=1, ‖b‖E×61

n∑
r=1

(b]r − b]r+1)
r∑

k=1

A(k)

= sup
b={bk}nk=1, ‖b‖E×61

n∑
k=1

A(k)b]k =
∥∥∥∥ n∑
k=1

A(k)ek

∥∥∥∥
E

.

Так как для произвольного симметричного пространства X на [0, 1] выполнено
неравенство ‖f‖L1 6 ‖f‖X (f ∈ X), то получаем нужное нам неравенство,
и теорема доказана.

Ключевой момент доказательства последней теоремы состоит в применении
двойственности, и поэтому оно не может быть обобщено на квазинормирован-
ные симметричные пространства последовательностей. Кроме того, в его за-
ключительной части используется вложение X ⊂ L1, вообще говоря, неверное
для квазинормированных симметричных пространств X. В то же время, как
показано в недавней работе [60], справедливость неравенства (61) обусловле-
на исключительно вероятностно-комбинаторными причинами. Приведем без
доказательства некоторые результаты, полученные в [60].

Теорема 27. Пусть n ∈ N и {fk}nk=1 – произвольная последовательность
неотрицательных независимых функций на [0, 1]. Тогда

λ

{
t ∈ [0, 1] :

n∑
k=1

fk(t) >
1
2

n∑
k=1

f∗(k)
}

>
1
8
.
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Следствие 4. Пусть X – произвольное квазинормированное симметрич-
ное пространство на [0, 1]. Тогда существует константа α > 0, зависящая
лишь от X , такая, что для каждого n ∈ N и любой последовательности
неотрицательных независимых функций {fk}nk=1 на [0, 1] справедливо нера-
венство

‖f∗χ[0,1]‖X +
n∑
k=1

f∗(k) 6 α

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

.

Теорема 28. Пусть n ∈ N и {fk}nk=1 – произвольная последовательность
равноизмеримых неотрицательных независимых функций на [0, 1]. Тогда су-
ществует константа c0 > 0, не зависящая от n и функций fk , для которой
выполнено:

λ

{
t ∈ [0, 1] : f ]j (t) > f∗(2j − 1), j = 1, . . . ,

[
n

2

]}
> c0.

Следствие 5. Пусть X и E – произвольные квазинормированные симмет-
ричные пространства функций на [0, 1] и последовательностей соответст-
венно, {ek}∞k=1 – стандартный базис в E . Тогда существует константа C > 0,
зависящая лишь от константы из неравенства треугольника в E , такая,
что для любого n ∈ N и всякой последовательности равноизмеримых неотри-
цательных независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X выполнено неравенство∥∥∥∥ n∑

k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

6 C

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

,

6.2. Верхние оценки в симметричных пространствах со свойством
Круглова. Рассмотрим теперь противоположное по отношению к (61) нера-
венство ∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

6 C

(
‖f∗χ[0,1]‖X +

∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

)
, (67)

где, как и ранее, f – дизъюнктная сумма последовательности {fk}nk=1 ⊂ X.
Если E = `1 и X = Lp (1 6 p < ∞), то это соотношение совпадает

(с точностью до константы) с правой частью неравенства Розенталя (6). В бо-
лее общей ситуации, когда E = `1, а X – произвольное симметричное про-
странство, содержащее пространство Lp при некотором p < ∞, мы получаем
неравенство (27), доказанное У. Джонсоном и Г. Шехтманом [35]. Позднее
С. Монтгомери-Смит [57; теорема 1] распространил (67) на произвольные сим-
метричные пространства последовательностей E (с тем же условием на X).
Во всех упомянутых работах доказательство в решающей степени было осно-
вано на применении хорошо известного неравенства Хоффмана-Йоргенсона [36]
или его вариантов. В [42; теорема 6.7], напротив, была использована конструк-
ция оператора Круглова и интерполяция операторов. Оценка (67) была полу-
чена там для любого симметричного пространства X со свойством Круглова,
но лишь в специальном случае, когда E = `q (1 6 q 6 ∞). Здесь мы докажем
наиболее общий (и фактически окончательный) результат такого рода из более
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поздней работы [61; теорема 1], который верен не только для нормированных,
но и для квазинормированных симметричных пространств последовательно-
стей, удовлетворяющих некоторым не очень ограничительным условиям.

В дальнейшем нам понадобится неравенство (67) в частном случае E = `q
(1 6 q 6 ∞) с точной по порядку константой при q →∞. Как уже говорилось,
его первоначальная версия была получена в работе [42]; здесь мы приводим
более точный результат из [44], в котором выявлена зависимость константы C

от нормы оператора Круглова и q (что будет играть решающую роль в дока-
зательстве следующей теоремы).

Теорема 29. Пусть X и Y – симметричные пространства на [0, 1], X ⊆Y
с константой 1 и норма в Y порядково полунепрерывна. Если оператор K
ограниченно действует из X в Y , то существует такая универсальная кон-
станта β > 0, что для всех n ∈ N, произвольной последовательности незави-
симых функций {fk}nk=1 ⊂ X и любого q ∈ [1,∞] справедливо неравенство∥∥‖(fk)nk=1‖`q

∥∥
Y

6 β‖K ‖1/qX→Y

(
‖f∗χ[0,1]‖X + ‖(f∗(k))nk=1‖`q

)
. (68)

В доказательстве нам понадобится следующая конструкция из теории бана-
ховых пространств [17; с. 46]. Если X – симметричное пространство на [0, 1],
то X̃(`p) – множество всех таких последовательностей {fk}∞k=1 ⊂ X, что

‖f‖
X̃(`p)

:= sup
n=1,2,...

∥∥∥∥( n∑
k=1

|fk|p
)1/p∥∥∥∥

X

<∞

(с естественной модификацией при p = ∞). Замкнутое подпространство про-
странства X̃(`p), порожденное всеми финитными последовательностями {fk} ∈
X̃(`p), будем обозначать через X(`p).

Доказательство теоремы 29. Предположим сначала, что пространст-
во Y максимально. Тогда, как нетрудно проверить, утверждение (ii) теоремы 22
справедливо для бесконечных сумм, и поэтому с некоторой универсальной кон-
стантой α > 1

‖(fk)∞k=1‖Y (`1) :=
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

|fk|
∥∥∥∥
Y

6 α‖K ‖X→Y ‖f‖Z1
X
.

Кроме того, ввиду условия теоремы и предложения 7

‖(fk)‖Y (`∞) 6 ‖(fk)‖X(l∞) 6 ‖f‖Z∞X .

Далее мы используем интерполяционные свойства конструкции Кальдерона

(см. раздел 2). Пусть (Ω,P) :=
∞∏
k=0

([0, 1], λk) и δ : (Ω,P) → ([0, 1], λ) – отоб-

ражение, сохраняющее меру. Для каждой функции g ∈ S(Ω,P) положим
Tg(x) := g(δ−1x) (x ∈ [0, 1]). Тогда отображение T : S(Ω,P) → S([0, 1], λ)
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переводит каждую функцию g в равноизмеримую ей, т. е. (Tg)∗ = g∗. Опре-
делим, наконец, положительный линейный оператор Q из S(0,∞) в S(Ω,P)
следующим образом:

Qf(ω0, ω1, . . . ) := {fk(ωk)}∞k=0, f ∈ S(0,∞),

где fk(ωk) := f(ωk + k) (ωk ∈ [0, 1]), k > 0. Аргументы, приведенные в начале
доказательства, показывают, что положительный оператор Q′ := TQ ограни-
чен из Z1

X в Y (`1) и из Z∞X в Y (`∞) с нормами, не превосходящими α‖K ‖X→Y

и 1 соответственно. Поэтому

Q′ : (Z1
X)1−θ(Z∞X )θ → (Y (`1))1−θ(Y (`∞))θ

и
‖Q′‖ 6 ‖Q′‖1−θ

Z1
X→Y (`1)

‖Q′‖θZ∞X→Y (`∞) 6 α1−θ‖K ‖1−θX→Y , θ ∈ (0, 1).

Если q = 1/(1− θ), то для каждого θ ∈ (0, 1) имеют место вложения

ZqX ⊆ (Z1
X)1−θ(Z∞X )θ, (Y (`1))1−θ(Y (`∞))θ ⊆ Y (`q).

В самом деле, чтобы проверить первое из них, для произвольной g ∈ ZqX такой,
что g = g∗ и ‖g‖ZqX = 1, положим

g1 := gχ[0,1] + gqχ[1,∞), g∞ := gχ[0,1] + χ[1,∞).

Очевидно, что g = (g1)1−θ(g∞)θ. Кроме того, так как g(1) 6 1, то g1 убывает.
Следовательно, gi ∈ ZiX и ‖gi‖ZiX 6 2 (i = 1,∞). Второе вложение (и даже
равенство) доказано в [62; теорема 3]. В итоге мы получаем, что с некоторой
универсальной константой γ > 0

‖Q′‖ZqX→Y (`q) 6 α1/q‖K ‖1/qX→Y γ 6 max{α, γ}‖K ‖1/qX→Y .

Утверждение теоремы теперь вытекает из следующего легко проверяемого
неравенства

‖f‖ZqX 6 ‖f∗χ[0,1]‖X + ‖(f∗(k))‖`q 6 2‖f‖ZqX ,

справедливого для произвольного симметричного пространства X и всех 1 6
q 6 ∞.

Пусть теперь мы знаем лишь то, что норма Y порядково полунепрерыв-
на. Тогда Y изометрически вложено в максимальное пространство Y ×× (см.
раздел 2). Поэтому результат следует из уже рассмотренного случая и того,
что X ⊆ Y .

Замечание 7. Пусть X – симметричное пространство на [0, 1], для которо-
го существует такая константа C = CX > 0, что для каждой последовательно-
сти независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X (n ∈ N) выполнено неравенство (67).
Как уже говорилось в п. 4.1, в классическом случае X = Lp (1 6 p < ∞) это
неравенство Розенталя. В доказательствах самого Розенталя (см. теорему 6),
а также Буркхольдера в [63] несколько более общего результата константа CLp
в (67) экспоненциально растет при p → ∞. Точная (по порядку) константа
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CLp � p/ ln(p+1) (1 6 p <∞) была найдена в работе [64] (см. также альтерна-
тивные доказательства в [31] и [58]). Понятие оператора Круглова позволяет
рассмотреть этот вопрос с более общих позиций. Из теорем 22 и 23 вытекает,
что наилучшая константа CX в неравенстве (67) в случае сепарабельных или
максимальных симметричных пространств должна быть эквивалентна норме
оператора K в X. Благодаря этому в работе [44] найдены точные (по порядку)
константы в неравенстве (67) для различных шкал симметричных пространств,
в частности, для пространств Лоренца и Марцинкевича.

Теперь мы докажем аналогичное утверждение для общих квазибанаховых
симметричных пространств последовательностей E, удовлетворяющих некото-
рым условиям. Первое условие состоит в том, что для каждого k ∈ N оператор
растяжения

σk({aj}∞j=1) := ( a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
k

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
k

, . . . , aj , . . . , aj︸ ︷︷ ︸
k

, . . . )

ограничен в E и справедливо неравенство

(i) ‖σk‖E→E 6 k, k ∈ N.

Второе условие заключается в выполнении непрерывного вложения

(ii) `1 ⊆ E.

Заметим, что (банахово) симметричное пространство последовательностей E

очевидным образом удовлетворяет как условию (i), так и условию (ii).

Теорема 30. Предположим, что функциональное симметричное прост-
ранство X с порядково полунепрерывной нормой имеет свойство Круглова,
а квазибанахово симметричное пространство последовательностей E удовле-
творяет условиям (i) и (ii). Тогда существует константа C > 0, зависящая
только от X , такая, что для всех n ∈ N и произвольной последовательности
независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X выполнено неравенство (67).

Доказательство. Ключевую роль в нашем подходе играет “слабое” `1-про-
странство, `1,∞ (см. также [58; доказательство теоремы 0.2]). Оно состоит
из всех последовательностей a = (ak)∞k=1, для которых

‖a‖1,∞ := sup
k>1

ka∗k <∞.

Легко видеть, что `1,∞ – квазибанахово симметричное пространство последо-
вательностей и что

‖a+ b‖1,∞ 6 2(‖a‖1,∞ + ‖b‖1,∞) (a, b ∈ `1,∞). (69)

Сначала мы докажем неравенство (67) в этом специальном случае.

Предложение 8. Если функциональное симметричное пространство X

имеет свойство Круглова, то существует такая универсальная константа
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C0 > 0, что для всех n ∈ N и произвольной последовательности независимых
функций {fk}nk=1 ⊂ X∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
X

6 C0

(
‖f∗χ[0,1]‖X +

∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
`1,∞

)
. (70)

Доказательство. Так как доказательство достаточно длинно, приведем
здесь лишь его ключевые моменты (подробнее см. в [61]).

Не ограничивая общности, мы можем (и будем) предполагать, что после-
довательность {fk}nk=1 ⊂ X состоит из неотрицательных функций. Положим
t0 := f∗(1) и заметим, что

n∑
k=1

λ{s ∈ [0, 1] : fk(s) > t0} = λ{s > 0 : f(s) > t0} 6 1.

Следовательно, если gk := fkχ{fk>t0} и hk := fkχ{fk6t0} (k = 1, . . . , n), то

fk = gk + hk и
n∑
k=1

λ(supp gk) 6 1. Оценим величины

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

gkek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
X

и
∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

hkek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
X

по отдельности. Пусть g и h – дизъюнктные суммы последовательностей
{gk}nk=1 и {hk}nk=1 соответственно. Тогда из определения функций gk и hk
следует, что g∗ = g∗χ[0,1] = f∗χ[0,1]. Так как ‖a‖`1,∞ 6 ‖a‖`1 (a ∈ `1), то
по теореме 22∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

gkek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
X

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

gk

∥∥∥∥
X

6 8‖K ‖X→X‖g∗‖X = 8‖K ‖X→X‖f∗χ[0,1]‖X .

(71)
Осталось доказать аналогичную оценку для последовательности {hk}nk=1, со-
стоящей из равномерно ограниченных независимых функций. Прежде всего,
с помощью теоремы 29 в случае X = Lp (p > 1) можно показать, что для
некоторой универсальной константы γ > 0∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

hk(u)ek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
p

6 γ

∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
`1,∞

p√
ln(p+ 1)

, p > 1,

откуда

sup
p>1

(√
ln(p+ 1)
p

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

hk(u)ek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
p

)
6 γ

∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
`1,∞

.

Величина из левой части этого неравенства эквивалентна норме функции

u 7→
∥∥∥∥ n∑
k=1

hk(u)ek

∥∥∥∥
`1,∞
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в уже знакомом нам пространстве Орлича LM2 , где M2(u) = eu
√

ln(u+e) − 1
(см., например, [65; следствие 1] или [64; предложение 3.6]). Так как X имеет
свойство Круглова, то из теоремы 14 следует, что LM2 ⊆ X. Поэтому для
некоторой универсальной константы γ′ > 0 получаем∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

hk(u)ek

∥∥∥∥
`1,∞

∥∥∥∥
X

6 γ′
∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
`1,∞

.

Это вместе с оценкой (71) и неравенством (69) дает нам (70), и доказательство
предложения закончено.

Прежде чем продолжить доказательство теоремы 30, введем некоторые до-
полнительные обозначения. Пусть E – квазибанахово симметричное простран-
ство последовательностей. Для данного n ∈ N определим оператор UEn , дей-
ствующий из множества всех квадратных матриц размера n × n в nn-мерное
пространство ступенчатых функций в L1(0, 1), порожденное характеристиче-
скими функциями промежутков ∆i := [(i − 1)n−n, in−n), i = 1, . . . , nn. Что-
бы задать этот оператор, рассмотрим множество {1, . . . , n}n и произвольное
взаимно однозначное отображение φ этого множества в множество промежут-
ков {∆i}n

n

i=1. Для каждой матрицы α = (αi,j)ni,j=1 ее образом UEn (α) является
функция

UEn α(t) :=
n∑

j1,...,jn=1

∥∥∥∥ n∑
k=1

αk,jkek

∥∥∥∥
E

χ∆φ(j1,...,jn)(t) (0 6 t 6 1).

Определение оператора UEn , разумеется, зависит от выбора отображения φ.
Тем не менее, еслиX – симметричное пространство на [0, 1], то норма ‖UEn (α)‖X
от φ не зависит.

Далее, напомним, что матрица µ = (µi,j)ni,j=1 называется бистохастической,
если

µi,j > 0,
n∑
i=1

µi,j =
n∑
j=1

µi,j = 1, 1 6 i, j 6 n.

Для каждой такой матрицы определим семейство ξµ = {ξµk }nk=1 независимых
с. в., заданных на вероятностном пространстве [0, 1]n следующим образом. Ес-
ли k = 1, . . . , n, i = 1, . . . , n и t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n, то ξµk (t) = ξµk (tk) = 1/i на
некотором подмножестве [0, 1], мера которого равна µi,k. Так как матрица µ

бистохастическая, то
n∑
k=1

λ

{
ξµk =

1
i

}
= 1 (i = 1, . . . , n). (72)

Кроме того, если для t ∈ [0, 1]n мы имеем ξµk (t) = 1/ik, где 1 6 ik 6 n (1 6
k 6 n), то

‖ξµk (t)‖l1,∞ = sup
k=1,...,n

kξµk (t)∗ = sup
r=1,...,n

1
r

card
{
j : ξµj (t) >

1
r

}
= sup
r=1,...,n

1
r

card{k : jk 6 r}.
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В этих обозначениях мы можем следующим образом сформулировать ре-
зультат, неявно содержащийся в доказательстве предложения 2.1 работы [59].

Предложение 9. Предположим, что X – произвольное функциональное
симметричное пространство, а E – квазибанахово симметричное простран-
ство последовательностей, удовлетворяющее условию (i) (с. 57). Тогда для
каждой матрицы α = (αi,j)ni,j=1 существует такая бистохастическая мат-
рица µ = (µi,j)ni,j=1 , что

‖UEn α‖X 6 2‖max{1, ‖ξµ‖1,∞}‖X
∥∥∥∥ n∑
k=1

α∗(k−1)n+1ek

∥∥∥∥
E

,

где через {α∗j}n
2

j=1 обозначается невозрастающая перестановка последователь-
ности {|αi,j |}ni,j=1 .

Применим теперь предложения 8 и 9 к доказательству теоремы 30. Так
как X имеет свойство Круглова, то ввиду предложения 8

‖ ‖ξµ‖1,∞‖X 6 C0

(
‖f∗ξ χ[0,1]‖X +

∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗ξ (k)ek

∥∥∥∥
`1,∞

)
,

где fξ – дизъюнктная сумма последовательности ξµ = {ξµk }nk=1. Так как из (72)
немедленно следует, что

f∗ξ (u) =
n∑
i=1

1
i
χ[i−1,i)(u),

то

‖f∗ξ χ[0,1]‖X 6 1 и
∥∥∥∥ n∑
k=1

f∗ξ (k)ek

∥∥∥∥
1,∞

6 1.

Тем самым ‖ ‖ξµ‖1,∞‖X 6 2C0, и, применяя предложение 9, мы получаем сле-
дующее весьма общее утверждение, которое можно рассматривать как аналог
хорошо известных результатов Квапеня–Шютта [6].

Следствие 6. Если функциональное симметричное пространство X име-
ет свойство Круглова, то для каждого n ∈ N, для произвольного квазибанахо-
ва симметричного пространства последовательностей E , удовлетворяющего
условию (i), и для любой матрицы α = (αi,j)ni,j=1 справедливо неравенство

‖UEn α‖X 6 K0

∥∥∥∥ n∑
k=1

α∗(k−1)n+1ek

∥∥∥∥
E

,

где константа K0 зависит только от X .

Теперь мы готовы к тому, чтобы закончить доказательство теоремы 30. Так
как пространство E симметрично, а функции fk (k = 1, . . . , n) независимы, мы
можем (и будем) предполагать, что функции fk(s1, . . . , sn) = fk(sk) определены
на [0, 1]n, неотрицательны и не возрастают. Каждую из них представим в виде
суммы трех дизъюнктных слагаемых следующим образом. Если t0 = f∗(1), то
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f1
k := fkχ{fk>t0}, f2

k := (fk − f1
k )χ[0,1/n) и f3

k := f − f1
k − f2

k . Заметим, что
n∑
k=1

λ(supp f ik) 6 1, если i = 1, 2. Следовательно, ввиду условия (ii) (с. 57),

а также по теореме 22∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

f ikek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

6

∥∥∥∥ n∑
k=1

f ik

∥∥∥∥
X

6 8‖K ‖X→X‖f∗χ[0,1]‖X (i = 1, 2). (73)

Осталось показать, что аналогичная оценка справедлива и в случае i = 3. Для
этого применим следствие 6. Как и в доказательстве теоремы 0.2 из [58], введем
матрицу α = (αi,j)ni,j=1, где

αi,j := sup
j/n<si6(j+1)/n

f3
i (si), j = 1, . . . , n− 1, αi,n = 0.

Пусть (j1, . . . , jn)∈{1, . . . , n}n. Тогда, если координаты вектора s := (s1, . . . , sn)
удовлетворяют неравенствам ji/n < si 6 (ji + 1)/n, то∥∥∥∥ n∑

i=1

f3
i (si)ei

∥∥∥∥
E

6

∥∥∥∥ n∑
i=1

αi,jiei

∥∥∥∥
E

(заметим, что f3
i (si) = 0, если 0 6 si 6 1/n). Так как для любого (j1, . . . , jn) ∈

{1, . . . , n}n выполнено равенство

λ

{
s ∈ [0, 1]n :

ji
n
< si 6

ji + 1
n

, i = 1, . . . , n
}

= n−n,

то ввиду следствия 6 заключаем:∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

f3
kek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

6 ‖UEn α‖X 6 K0

∥∥∥∥ n∑
k=1

α∗(k−1)n+1ek

∥∥∥∥
E

. (74)

Для оценки выражения из правой части неравенства (74) введем семейство
независимых случайных величин {f̃i}ni=1 на [0, 1]n, определяемых данной мат-
рицей α = (αi,j)ni,j=1 следующим образом:

f̃i(t) = f̃i(ti) =
n∑
j=1

αi,jχ[(j−1)/n,j/n](ti), i = 1, . . . , n.

Так как f̃i(t) 6 fi(t) (i = 1, . . . , n), то для дизъюнктных сумм

f(t) :=
n∑
i=1

fi(t− i+ 1)χ(i−1,i](t) и f̃(t) :=
n∑
i=1

f̃i(t− i+ 1)χ(i−1,i](t) (t > 0)

выполнено: f̃(t) 6 f(t) (t > 0). Кроме того, f̃∗(k) = α∗kn+1 (k = 0, 1, . . . , n− 1) и

α∗1 = sup
i=1,...,n

sup
0<si61

f3
i (si) 6 t0 = f∗(1).
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Следовательно, если L – константа в неравенстве треугольника в простран-
стве E, то∥∥∥∥ n∑
k=1

α∗(k−1)n+1ek‖E 6 L

(
α∗1 +

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

α∗kn+1ek

∥∥∥∥
E

)
6 L

(
f∗(1) +

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

f̃∗(k)ek

∥∥∥∥
E

)

6 L

(
f∗(1) +

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

)
6 2L

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

,

откуда ввиду (74) находим, что∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

f3
kek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

6 2K0L

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

. (75)

Так как для всех t ∈ [0, 1]n∥∥∥∥ n∑
k=1

fk(t)ek

∥∥∥∥
E

6 L2

(∥∥∥∥ n∑
k=1

f1
k (t)ek

∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥ n∑
k=1

f2
k (t)ek

∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥ n∑
k=1

f3
k (t)ek

∥∥∥∥
E

)
,

то утверждение теоремы 30 следует из соотношений (73) и (75).

Следствие 7. Пусть функциональное симметричное пространство X

имеет свойство Круглова, а E – произвольное (банахово) симметричное про-
странство последовательностей. Тогда существует константа C > 0, зави-
сящая только от X , такая, что для всех n ∈ N и произвольной последова-
тельности независимых функций {fk}nk=1 ⊂ X верно следующее неравенство:

C−1

(
‖f∗χ[0,1]‖X +

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
L1

)
6

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
X

6 C

(
‖f∗χ[0,1]‖X +

∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑
k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
L1

)
. (76)

Доказательство. Левое неравенство в (76) верно для любого симметрич-
ного пространства X и является непосредственным следствием предложения 7,
а также того, что ‖f‖L1 6 ‖f‖X (f ∈ X). Чтобы получить правую оценку, за-
метим, что ввиду соотношения (61), примененного в частном случае X = L1,∥∥∥∥ n∑

k=1

f∗(k)ek

∥∥∥∥
E

6 C ′
∥∥∥∥∥∥∥∥ n∑

k=1

fkek

∥∥∥∥
E

∥∥∥∥
L1

.

Нужный нам результат следует отсюда и из неравенства (67).

Замечание 8. Оценка, полученная в теореме 30 (и точно так же оценка
сверху в следствии 7), точна в следующем смысле. Если она верна в случае
E = `1 для каждого n ∈ N и произвольной последовательности независимых
функций {fk}nk=1 ⊂ X, где X – сепарабельное или максимальное симметричное
пространство на [0, 1], то X имеет свойство Круглова (см. теоремы 22 и 23).

Замечание 9. Если банаховы пространства X и E максимальны, то, как
нетрудно показать, неравенства (61), (67) и (76) будут верны также для беско-
нечных последовательностей {fk}∞k=1 ⊂ X.



НЕЗАВИСИМЫЕ ФУНКЦИИ 63

7. Неравенство Хинчина и его обобщения

Пусть, как и ранее, rk(t) = sign sin 2kπt (k = 1, 2, . . . ) – функции Радема-
хера, определенные на отрезке [0, 1]. Неравенства Хинчина (1), приведенные
в разделе 1, вызвали огромное количество исследований и обобщений, нашли
многочисленные применения в самых различных разделах анализа (см., напри-
мер, [3]). В частности, в 1975 г. В.А. Родин и Е.М. Семенов [66] доказали, что
для симметричного пространства X на [0, 1] оценка сверху∥∥∥∥ ∞∑

k=1

akrk

∥∥∥∥
X

6 C

( ∞∑
k=1

a2
k

)1/2

(77)

имеет место тогда и только тогда, когда X содержит пространство (expL2)◦.
Доказанная в разделе 5 теорема 25 позволяет найти точные условия на сим-

метричное пространство X, при которых в нем справедливо аналогичное нера-
венство с заменой скалярных кратных функций Радемахера произвольными
независимыми функциями, в среднем равными нулю. Фактически мы рассмот-
рим вопрос о справедливости даже более общей оценки, когда норма `2 в правой
части (77) заменена на норму произвольного симметричного пространства по-
следовательностей E 6= `1. Следующая теорема была доказана в работе [67]
(см. также [68]).

Теорема 31. Пусть X – произвольное сепарабельное или максимальное
симметричное пространство на [0, 1]. Следующие условия эквивалентны:

(a) X ∈ K;
(b) существует такое C > 0, что для любой последовательности незави-

симых функций {fk}∞k=1 ⊂ X ,
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ), выполнено:

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

; (78)

(c) существуют такие симметричное пространство E 6= `1 и константа
C > 0, что для любой последовательности независимых функций {fk}∞k=1⊂X ,∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ), выполнено:

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

6 C
∥∥ ‖(fk)‖E∥∥

X
; (79)

(d) существуют такие симметричное пространство E 6= `1 и константа
C > 0, что (79) выполнено для любой последовательности симметрично рас-
пределенных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющей условию

∞∑
k=1

λ(supp fk) 6 1. (80)
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Далее нам понадобятся две леммы, первую из которых мы здесь только
сформулируем (доказательство см. в [67]).

Лемма 16. Пусть X – симметричное пространство на [0, 1], а E – сим-
метричное пространство последовательностей, E 6= `1 . Предположим, что
для некоторого C > 0 и для любой последовательности симметрично распре-
деленных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X , удовлетворяющей условию (80),
выполнено (79). Тогда аналогичное неравенство (возможно, с иной констан-
той) имеет место и для произвольной последовательности независимых
функций, удовлетворяющей условию (80).

Второе утверждение можно получить, используя общие соображения, свя-
занные с теорией интерполяции операторов (см., например, [69; п. 12]), но мы
предпочитаем дать его прямое доказательство.

Лемма 17. Пусть E – симметричное пространство последовательнос-
тей, E 6= `1 . Тогда существует положительная однородная функция пер-
вой степени ψ(u, v), возрастающая по каждому аргументу, такая, что
limu→0+ ψ(u, v) = 0 и для всех a = (ak)∞k=1 ∈ `1

‖a‖E 6 ψ(‖a‖`∞ , ‖a‖`1). (81)

Доказательство. Пусть φE – фундаментальная функция пространства E,

т. е. φE(n) =
∥∥∥∥ n∑
k=1

ek

∥∥∥∥
E

(n ∈ N), где ek – стандартные орты в пространстве

последовательностей. Рассмотрим кусочно линейную функцию ϕ(t) на [0,∞)
такую, что ϕ(0) = 0 и ϕ(n) = φ(n) (n ∈ N). Так как φ(n) возрастает, а φ(n)/n
убывает, то ϕ(t) квазивогнута при t > 0. Поэтому, если ϕ(t) – ее наименьшая
вогнутая мажоранта, то (см. раздел 2 или [16; теорема 2.1.1])

ϕ(t) 6 ϕ(t) 6 2ϕ(t) (t > 0). (82)

Легко проверить, что ψ(u, v) := vϕ(u/v) (u, v > 0) – положительная однородная
функция первой степени, возрастающая по каждому аргументу. Кроме того,
ввиду (82) и определения ϕ имеем: limu→0+ ψ(u, v) = 0.

Докажем соотношение (81). Пусть a = (ak)∞k=1 ∈ `1. Не ограничивая общ-
ности, можно считать, что a1 > a2 > · · · > 0. Для каждого n ∈ N определим

an =
n∑
k=1

akek. Так как an =
n∑
k=1

(ak − ak+1)
k∑
i=1

ei, где an+1 = 0, то ввиду во-

гнутости ϕ(t), соотношения (82), а также определения и свойств функции ψ

получаем:

‖an‖E 6
n∑
k=1

(ak − ak+1)ϕ(k) 6 a1

n∑
k=1

ak − ak+1

a1
ϕ(k)

6 a1ϕ

( n∑
k=1

ak − ak+1

a1
k

)
= ψ

(
a1,

n∑
k=1

(ak − ak+1)k
)

6 ψ(‖a‖`∞ , ‖a‖`1).

Из того, что ‖an − a‖`1 → 0, следует: ‖an − a‖E → 0, и поэтому, переходя в по-
следнем неравенстве к пределу при n → ∞, получаем (81). Лемма доказана.
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Доказательство теоремы 31. (a) ⇒ (b). Пусть {fk}∞k=1 ⊂ X состоит

из таких независимых функций, что
∫ 1

0

fk(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . . ). Тогда

по теореме 25 существует C > 0, зависящее лишь от пространства X, такое,
что ∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

6 C

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Z2
X

. (83)

Напомним, что fk(t) = fk(t − k + 1)χ[k−1,k)(t) (t > 0), а Z2
X – симметричное

пространство на (0,∞) с квазинормой ‖g‖Z2
X

:= ‖g∗χ[0,1]‖X + ‖g∗χ[1,∞)‖L2[1,∞).
Поэтому, если f =

∑∞
k=1 fk, то по теореме 26 с E = `2 получаем:∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
Z2
X

6 ‖f∗χ[0,1]‖X +
( ∞∑
k=1

f∗(k)2
)1/2

6 6
∥∥∥∥( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

.

Отсюда и из (83) сразу следует (78), и (b) доказано.
Импликации (b) ⇒ (c) и (c) ⇒ (d) очевидны.
(d) ⇒ (a). По условию и лемме 16 соотношение (31) выполнено для про-

извольной последовательности независимых функций, удовлетворяющей усло-
вию (80). Применяя (31) к функциям |fk| (k = 1, 2, . . . ) и учитывая (81),
находим, что∥∥∥∥ ∞∑

k=1

|fk|
∥∥∥∥
X

6 C‖ ‖(fk)‖E ‖X 6 C
∥∥ψ(

‖(fk)‖l∞ , ‖(fk)‖l1
)∥∥
X
. (84)

Пусть x, y ∈ X, x 6= 0, y 6= 0. Так как ввиду свойств функции ψ для произ-
вольных s, t > 0

ψ(x, y) 6 max
{
x

s
,
y

t

}
ψ(s, t) 6

(
x

s
+
y

t

)
ψ(s, t),

то, взяв s и t так, что ‖x‖/s = ‖y‖/t, получим

‖ψ(x, y)‖ 6

(
‖x‖
s

+
‖y‖
t

)
ψ(s, t) 6 2 max

{
‖x‖
s

,
‖y‖
t

}
ψ(s, t) = 2ψ(‖x‖, ‖y‖).

Тем самым из (84) следует:∥∥∥∥ ∞∑
k=1

|fk|
∥∥∥∥
X

6 2Cψ
(∥∥‖(fk)‖`∞∥∥

X
,
∥∥‖(fk)‖`1∥∥X)

= 2C
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

|fk|
∥∥∥∥
X

ψ

(∥∥‖(fk)‖`∞∥∥
X∥∥‖(fk)‖`1 ∥∥
X

, 1
)
,

откуда

ψ

(∥∥‖(fk)‖`∞ ∥∥
X∥∥‖(fk)‖`1 ∥∥
X

, 1
)

>
1

2C
.

3 УМН, т. 65, вып. 6
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Так как по лемме 17 limu→0+ ψ(u, v) = 0, то из последнего неравенства сле-
дует, что для некоторого C1 > 0∥∥∥∥ ∞∑

k=1

|fk|
∥∥∥∥
X

6 C1

∥∥∥∥ sup
k=1,2,...

|fk|
∥∥∥∥
X

.

Поэтому ввиду предложения 7 неравенство∥∥∥∥ ∞∑
k=1

|fk|
∥∥∥∥
X

6 C1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

выполнено для произвольной последовательности независимых функций, удо-
влетворяющих условию (4). Так как пространство X максимально или сепара-
бельно, то, применяя теоремы 22 и 23, получаем, что X ∈ K. Теорема доказана.

Замечание 10. Если в качестве fk (k = 1, 2, . . . ) брать лишь скалярные
кратные функций Радемахера, то результат будет совсем иным. Как доказано
в [70], для каждого пространства последовательностей E, интерполяционного
относительно пары (`1, `2), найдется функциональное симметричное простран-
ство X на [0, 1], для которого имеет место двусторонняя оценка C−1‖(ak)‖E 6∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥
X

6 C‖(ak)‖E . Поэтому, разумеется, оценка справа в последнем

неравенстве для некоторого E 6= `1 ни в коей мере не гарантирует того, что
аналогичная оценка будет верна и для `2.

Применим теперь теорему 31 к изучению векторнозначных рядов вида

F (s, t) =
∞∑
k=1

fk(s)rk(t) (s, t ∈ [0, 1]),

где {fk} – произвольная последовательность независимых функций, а rk –
функции Радемахера. Если X – симметричное пространство на I = [0, 1], то
X(I × I) – соответствующее симметричное пространство на квадрате I × I

с нормой ‖f‖X(I×I) = ‖f∗‖X .

Теорема 32. Если симметричное пространство X сепарабельно или мак-
симально, то следующие условия эквивалентны:

(α) X ∈ K;
(β) существует такое C > 0, что для любой последовательности незави-

симых функций {fk}∞k=1 ⊂ X выполнено:

C−1

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X(I×I)

6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

; (85)

(γ) существует такое C > 0, что для любой последовательности незави-
симых функций {fk}∞k=1 ⊂ X выполнено:

C−1

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

6
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X

dt 6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

. (86)
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Доказательство. Прежде всего, заметим, что левые неравенства в (85)
и (86) имеют место в любом симметричном пространстве. Проверим это, на-
пример, для (85). Ввиду безусловности последовательности {fk(s)rk(t)}∞k=1

в X(I × I) с константой 1 [39; предложение 1.14], а также неравенств Хин-
чина (1) для L1 с оптимальной константой A1 = 1/

√
2 из [71] имеем:∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X(I×I)

=
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)rk(u)
∥∥∥∥
X(I×I)

du

>

∥∥∥∥∫ 1

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)rk(u)
∣∣∣∣ du∥∥∥∥

X(I×I)
>

1√
2

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

.

Доказательство левой части (86) совершенно аналогично.
Далее, так как функции fk(s)rk(t) (k = 1, 2, . . . ) независимы и∫ 1

0

∫ 1

0

fk(s)rk(t) ds dt = 0 (k = 1, 2, . . . ),

то по теореме 31 правое неравенство в (85) – непосредственное следствие (α).
Докажем правое неравенство в (86). Пусть {fk}∞k=1 ⊂ X – последовательность

независимых функций. Тогда функции gk(s) = fk(s)−
∫ 1

0

fk(t) dt (k = 1, 2, . . . )

также независимы и, кроме того,
∫ 1

0

gk(t) dt = 0, k = 1, 2, . . . . Поэтому, при-

меняя теорему 31 к последовательности {gk(·)rk(t)}∞k=1 для фиксированного

t ∈ [0, 1] и учитывая в очередной раз, что ‖χ[0,1]‖X = 1 и ‖g‖X >
∫ 1

0

|g(s)| ds,
получим∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X

dt =
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

(
gk(s) +

∫ 1

0

fk(u) du
)
rk(t)

∥∥∥∥
X

dt

6
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

gk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X

dt+
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

∫ 1

0

fk(u) du · rk(t)
∣∣∣∣ dt

6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

g2
k

)1/2∥∥∥∥
X

+
( ∞∑
k=1

( ∫ 1

0

fk(u) du
)2)1/2

6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

+ (C + 1)
( ∞∑
k=1

( ∫ 1

0

fk(u) du
)2)1/2

6 (2C + 1)
∥∥∥∥( ∞∑

k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

.

Пусть, наоборот, выполнено (β) или (γ) (точнее, правая часть (85) или (86)).
Для доказательства (α) достаточно проверить, что пространство X удовле-
творяет условию (d) теоремы 31. Предположим, что последовательность
{fk}∞k=1 ⊂ X состоит из симметрично распределенных независимых функций,
удовлетворяющих (80). Еще раз применяя [39; предложение 1.14], заключа-
ем, что {fk} безусловна с константой 1 в X. Поэтому, если выполнена правая
часть (86), то∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

=
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X

dt 6 C

∥∥∥∥( ∞∑
k=1

f2
k

)1/2∥∥∥∥
X

,

3*
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и (d) доказано. Кроме того, распределение fk(s) на I совпадает с распределе-
нием fk(s)rk(t) на I × I (k = 1, 2, . . . ). Действительно, так как fk симметрично
распределены, то для любого τ ∈ R

λ2{(s, t) ∈ I × I : fk(s)rk(t) > τ}

=
1
2

(λ{s ∈ I : fk(s) > τ}+ λ{s ∈ I : −fk(s) > τ}) = λ{s ∈ I : fk(s) > τ}.

Значит, ввиду независимости функций fk (k = 1, 2, . . . ) и fk(s)rk(t) (k =
1, 2, . . . ) соответственно получаем∥∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥∥
X

=
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

fk(s)rk(t)
∥∥∥∥
X(I×I)

,

и тем самым (d) – следствие также и правой части (85). Теорема доказана.

Замечание 11. Утверждения последней теоремы интересно сопоставить
с двумя хорошо известными результатами. Ввиду первого из них в любом сепа-
рабельном или максимальном симметричном пространстве X следующие усло-
вия эквивалентны: (i) существует такое C > 0, что для произвольной последо-
вательности функций {fk}∞k=1 ⊂ X выполнено соотношение (85), и (ii) нижний
индекс Бойда αX положителен (импликация (ii) ⇒ (i) доказана в [17; пред-
ложение 2.d.1], а импликация (i) ⇒ (ii) – в [72]). Второй (неравенство Морэ)
говорит о том, что если X является q-вогнутой банаховой решеткой [17; опре-
деление 1.d.3] при некотором q < ∞, то существует такое C > 0, что (86)
выполнено для произвольной последовательности функций {fk}∞k=1 ⊂ X [17;
теорема 1.d.6(i)]. Заметим, что, с одной стороны, в обоих упомянутых утвер-
ждениях коэффициенты ряда – произвольные функции, а с другой, условия
выполнения неравенств (85) и (86) в них гораздо более ограничительные, чем
условие (α) теоремы 32.

В симметричных пространствах, “близких” к L∞, неравенство Морэ, о ко-
тором шла речь в предыдущем абзаце, вообще говоря, неверно. Тем не менее,
в последние годы были получены оценки норм полиномов по системам незави-
симых функций и в таких пространствах. Об этом речь пойдет в следующем
разделе.

8. Оценки норм полиномов по системам независимых функций
в пространствах, “близких” к L∞

Пусть {ξi}ni=1 – система независимых случайных величин на вероятностном
пространстве (T,T , τ), а {fi}ni=1 – система измеримых функций на другом веро-
ятностном пространстве (X,Σ, µ). Рассмотрим математическое ожидание (от-
носительно τ)

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξi(t)fi(x)
∥∥∥∥
L∞(µ)

. (87)
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Классический результат Р. Салема и А. Зигмунда [73] утверждает, что для
некоторого C > 0 и всех n ∈ N

C−1(n lnn)1/2 6 E

∥∥∥∥ n∑
j=1

rj(t)e2πijx
∥∥∥∥
L∞

6 C(n lnn)1/2, (88)

где, как и ранее, ri(t) – функции Радемахера на [0, 1].
В монографиях [74] и [75] детально изучена более общая ситуация, связан-

ная с поведением величины (87) в случае, когда {fi} – система характеров
на локально компактной абелевой группе G, определенных в компактной сим-
метричной окрестности V единичного элемента e ∈ G. Доказательство нижних
оценок для величины (87) при этом основывается на ее сравнении с величиной

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

γi(t)fi(x)
∥∥∥∥
L∞(µ)

, (89)

где {γi}∞i=1 – система независимых гауссовских с. в., Eγi = 0, Eγ2
i = 1 (i =

1, 2, . . . ). Решающее значение при этом имеют различные варианты известной
леммы Слепяна, позволяющие оценивать снизу выражения вида

E max
16k6m

∣∣∣∣ n∑
i=1

γi(t)fi(xk)
∣∣∣∣,

а тем самым и величину (89) при условии, что точки x1, . . . , xm выбраны в V
так, что векторы

Wxk =
(
f1(xk), . . . , fn(xk)

)
∈ Cn (k = 1, . . . ,m)

расположены достаточно далеко друг от друга в евклидовой метрике Cn. Та-
ким образом, оценка снизу для (89) может быть получена только при условии
контроля ε-энтропии в `n2 -метрике множества {Wx}x∈V . Последнее является
нетривиальной задачей даже в относительно простых случаях.

В работах Б.С. Кашина и Л. Цафрири [76] и [77] для решения рассматрива-
емой задачи был предложен новый интересный метод, основанный на примене-
нии версии двумерной центральной предельной теоремы с оценкой остаточного
члена. Оказалось, что при его использовании достаточно обеспечить малость
среднего

1
n2

n∑
i,j=1

|(Wxi ,Wxj )|2.

Последнее сделать, конечно, гораздо легче, чем гарантировать выполнение ана-
логичного условия для энтропии множества {Wxi}ni=1, т. е. малость всех ска-
лярных произведений (Wxi ,Wxj ) (1 6 i 6= j 6 n). Благодаря этому удается
показать, что нижняя оценка в (88) остается справедливой для случайных по-
линомов по любой ортонормированной ограниченной в L3 системе. Приведем
формулировку теоремы, доказанной в [76].
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Теорема 33. Для любого M > 0 существуют константы Cj = Cj(M) > 0
(j = 1, 2, 3) и q = q(M) > 0 со следующим свойством: для каждой системы
функций {fi}ni=1 такой, что

(a) ‖fi‖L2(µ) = 1 и ‖fi‖L3(µ) 6 M (i = 1, . . . , n),

(b)
∥∥∥∥ n∑
i=1

aifi

∥∥∥∥
L2(µ)

6 M

( n∑
i=1

|ai|2
)1/2

для всех ai ∈ C,

и каждой последовательности с.в. {ξi}ni=1 , определенных на вероятностном
пространстве (T,T , τ), такой, что

(c) ξi независимы, Eξi = 0, E|ξi|2 = 1 и (E|ξi|3)1/3 6 M (i = 1, . . . , n),
выполнено:

τ

{
t ∈ T :

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξi(t)fi

∥∥∥∥
L∞(µ)

6 C1(n lnn)1/2
}

6 C2n
−q,

и, в частности,

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξifi

∥∥∥∥
L∞(µ)

> C3(n lnn)1/2.

В работе [77] было получено обобщение последней теоремы для “случайных”
норм вида ∥∥∥∥ n∑

i=1

ξi(t)aifi(x)
∥∥∥∥
L∞(µ)

,

где ai ∈ C. Там же было отмечено, что на самом деле аналогичные оценки снизу
верны не только для L∞-нормы, но и для введенной там же так называемой
интегрально-равномерной нормы

‖f‖m,∞ =
∫
X

· · ·
∫
X

max{|f(x1)|, . . . , |f(xm)|} dµ(x1) · · · dµ(xm),

где m ∈ N, а f – произвольная интегрируемая функция на вероятностном про-
странстве (X,Σ, µ). Несомненно, что оценки для норм ‖ · ‖m,∞ представляют
значительный интерес, так как последние несут в себе содержательную инфор-
мацию о распределении функции f . Прежде всего, как нетрудно показать,

‖f‖m,∞ =
∫ ∞

0

(
1− (1− nf (z))m

)
dz,

где nf (z) = µ{x ∈ X : |f(x)| > z}. Отсюда, в частности, следует, что ‖f‖1 6
‖f‖m,∞ 6 ‖f‖∞ и ‖f‖m,∞ → ‖f‖∞ при m→∞. Кроме того, как показано в [78;
предложение 2] и независимо в [79; теорема 2], с константами, не зависящими
от m ∈ N,

‖f‖m,∞ � m

∫ 1/m

0

f∗(t) dt. (90)

Следующее обобщение результатов Б.С. Кашина и Л. Цафрири было полу-
чено П. Г. Григорьевым в [80; теорема 1] (см. также [81; теорема 1]).
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Теорема 34. Пусть {fi}ni=1 и {ξi}ni=1 – множества функций, определен-
ных на вероятностных пространствах (X,Σ, µ) и (T,T , τ) соответственно
и удовлетворяющих условиям (a) и (c) теоремы 33. Предположим также,
что набор (ai)ni=1 ∈ Cn зафиксирован и для всех (ci)ni=1 ∈ Cn выполнено нера-
венство ∥∥∥∥ n∑

i=1

cifi

∥∥∥∥
L2(µ)

6 MR({ai})p
( n∑
i=1

|ci|2
)1/2

,

где M > 0 и p ∈ [0, 1/2) – некоторые константы, а

R = R({ai}) =
( n∑
i=1

|ai|2
)2( n∑

i=1

|ai|4
)−1

.

Тогда существуют константы q = q(p,M) > 0, Cj = Cj(p,M) > 0 (j =
1, 2, 3), для которых справедливы следующие неравенства:

τ

{
t ∈ T :

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiξi(t)fi

∥∥∥∥
m,∞

6 C1

( n∑
i=1

|ai|2 lnP
)1/2}

6
C2

P q
(91)

и

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiξifi

∥∥∥∥
m,∞

> C3

( n∑
i=1

|ai|2 lnP
)1/2

, (92)

где P := min{m,R}+ 1.

В той же работе показано, что при m 6 n и некоторых ограничениях на
последовательность {ξi}ni=1 оценка (92) точна по порядку.

Теорема 35. Пусть ξi (i = 1, . . . , n) – независимые с.в., для распределений
полиномов относительно которых справедлива экспоненциальная оценка:

τ

{
t ∈ T :

∣∣∣∣ n∑
i=1

ciξi(t)
∣∣∣∣ > s

( n∑
i=1

|ci|2
)1/2}

6 C4e
−C5s

2
(s > 0), (93)

где константы C4 > 0 и C5 > 0 не зависят от последовательности коэффици-
ентов {ci}ni=1 ∈ Cn . Тогда существует такая абсолютная константа C6 > 0,
что для каждого m > 1 и произвольных fi ∈ L1(X) (i = 1, . . . , n) выполнено:

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξifi

∥∥∥∥
m,∞

6 C6

∥∥∥∥( n∑
i=1

|fi|2
)1/2∥∥∥∥

m,∞

√
1 + lnm. (94)

В частности, если fi ∈ L∞(X) (i = 1, . . . , n), то

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξifi

∥∥∥∥
m,∞

6 C6

( n∑
i=1

‖fi‖2∞
)1/2√

1 + lnm.

Следствие 8. Предположим, что ‖fi‖L∞(X) 6 M (i = 1, . . . , n), а с.в. ξi
(i = 1, . . . , n) независимы и удовлетворяют экспоненциальной оценке (93). То-
гда для произвольных ai ∈ C

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiξifi

∥∥∥∥
m,∞

6 MC6

( n∑
i=1

|ai|2
)1/2√

1 + lnm.
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Тем самым, если m 6 n и m 6 C7R({ai}ni=1) (см. теорему 34), то неравен-
ство (92) из теоремы 34 при этих условиях точно по порядку.

В работе [79] в случае ai = 1 (i = 1, . . . , n) П. Г. Григорьеву удалось распро-
странить утверждение теоремы 34 на системы {fi}, вообще говоря, неограни-
ченные в Lp при p > 1.

Теорема 36. Пусть последовательность функций {fi}ni=1 , определенных
на вероятностном пространстве (X,Σ, µ), такова, что ‖fi‖L1(µ) = 1 (i =

1, . . . , n) и
∥∥∥∥ n∑
i=1

θifi

∥∥∥∥
L1(µ)

6 Mn1/2+p для всех наборов знаков (θi)ni=1 , θi = ±1,

с некоторыми константами M > 0 и p ∈ [0, 1/12). Кроме того, предполо-
жим, что последовательность {ξi}ni=1 с.в., определенных на вероятностном
пространстве (T,T , τ), удовлетворяет условию (c) теоремы 33.

Тогда при любом m 6 n справедливо неравенство

τ

{
t ∈ T :

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξi(t)fi

∥∥∥∥
m,∞

6 C ′
1

(
n(1 + lnm)

)1/2
}

6 C ′
2m

−q′ ,

и, значит,

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξifi

∥∥∥∥
m,∞

> C ′
3

(
n(1 + lnm)

)1/2

с некоторыми константами q′ = q′(p) > 0 и C ′
j = C ′

j(p,M) > 0 (j = 1, 2, 3).

Из последней теоремы, определения нормы в пространстве Марцинкевича
(см. раздел 2), а также соотношения (90) сразу же вытекает следующий ре-
зультат.

Следствие 9. Пусть ϕ ∈ Ψ. Тогда, если выполнены условия теоремы 36,
то

E

∥∥∥∥ n∑
i=1

ξifi

∥∥∥∥
M(ϕ)

> A
√
n max
m=2,...,n

{ √
lnm

mϕ(1/m)

}
с некоторой константой A > 0.

9. Изоморфизмы между симметричными
пространствами на [0, 1] и [0,∞)

Общая проблема существования изоморфизмов между симметричными про-
странствами на [0, 1] и на [0,∞) (отличными от Lp-пространств) впервые бы-
ла поставлена Б. С. Митягиным в [82]. Этот и другие близкие вопросы ин-
тенсивно изучались в [38] (см. также [17]) на основе подхода, использующе-
го конструкцию стохастического интеграла относительно симметризованного
пуассоновского процесса. Здесь мы будем следовать идеям нашей работы [52],
где был предложен технически значительно более простой подход, основанный
на применении теоремы 25; заметим, что аналогичные аргументы применялись
ранее в работе [34] в специальном случае пространств Лоренца Lp,q. Первая
часть следующей теоремы усиливает результаты работы [38] об изоморфном
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вложении некоторого симметричного пространства на полуоси в данное сим-
метричное пространство X на [0, 1], заменяя условие нетривиальности нижне-
го индекса Бойда X на более слабое условие ограниченности оператора K .
Вторая часть теоремы доказана в [83]. Ранее (см. [38; § 8] или [17; с. 203])
аналогичное утверждение было известно лишь в случае, когда симметричное
пространство X имеет нетривиальные индексы Бойда.

Теорема 37. (i) Если оператор K ограниченно действует в симметрич-
ном пространстве X , то X содержит подпространство, изоморфное про-
странству Z2

X .
(ii) Если симметричное пространство X максимально или сепарабельно

и оператор K ограниченно действует в X и в X× , то пространства X и Z2
X

изоморфны.

Доказательство. Пусть (Ω,P) :=
∞∏
k=1

([0, 1], λk) (как и ранее, λk – мера

Лебега). Тогда по теореме 25 линейный оператор

Qx(t, ω1, ω2, . . . ) =
∞∑
k=1

xk(ωk)rk(t), где xk(ωk) = x(k−1+ωk) (0 6 ωk 6 1),

ограниченно действует из пространства Z2
X в пространство X(Ω× [0, 1]). Кро-

ме того, ввиду теоремы 9 (см. первое из неравенств (26)) существует такая
константа c > 0, что ‖Qf‖X(Ω×[0,1]) > c‖f‖Z2

X
. Тем самым, образ оператора

Im(Q) как подпространство в X(Ω × [0, 1]) изоморфен пространству Z2
X . Так

как пространства X и X(Ω× [0, 1]) изометричны, то утверждение (i) доказано.
Перейдем к доказательству (ii). Покажем, что образ Im(Q) оператора Q,

состоящий из всех функций g ∈ X(Ω× [0, 1]), представимых в виде суммы ряда

g(t, ω1, ω2, . . . ) =
∞∑
k=1

gk(ωk)rk(t),

который сходится п. в. на Ω× [0, 1], дополняем в пространстве X(Ω× [0, 1]).
Определим на L1(Ω × [0, 1]) последовательность условных математических

ожиданий

E(g | ωk)(ωk) :=
(∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
)
g(t, ω1, ω2, . . . ) dt dω1 · · · dωk−1 dωk+1 · · · (k > 1),

а также оператор

Pg(t, ω1, ω2, . . . ) :=
∞∑
k=1

E(grk|ωk)rk(t).

Обозначим

〈f, g〉 :=
(∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
)
f(t, ω1, ω2, . . . )g(t, ω1, ω2, . . . ) dt dω1 dω2 · · ·

Непосредственная проверка показывает, что для произвольных x, y ∈ L2(0,∞)

〈Qx,Qy〉 =
∫ ∞

0

x(t)y(t) dt (95)



74 С.В. АСТАШКИН, Ф.А. СУКОЧЕВ

и что оператор P самосопряжен, т. е. для любых f, g ∈ L2(Ω× [0, 1])

〈Pf, g〉 = 〈f, Pg〉. (96)

Докажем, что P ограничен в X(Ω× [0, 1]). Для этого сначала проверим, что
для любой f ∈ L∞(Ω× [0, 1])

x(t) :=
∞∑
k=1

E(frk|ωk)(t+ k − 1)χ[k−1,k)(t) ∈ L∞ ∩ L2(0,∞). (97)

Во-первых, легко видеть, что |E(frk|ωk)| 6 ‖f‖∞ (k = 1, 2, . . . ), откуда следует,
что x ∈ L∞. Кроме того, ввиду очевидного неравенства( ∫ 1

0

· · ·
( ∫ 1

0

f(u, ω1, . . . , ωk−1, t, ωk+1, . . . )rk(u) du
)
dω1 · · · dωk−1 dωk+1 · · ·

)2

6
∫ 1

0

· · ·
( ∫ 1

0

f(u, ω1, . . . , ωk−1, t, ωk+1, . . . )rk(u) du
)2

dω1 · · · dωk−1 dωk+1 · · · ,

верного для произвольных 0 6 t 6 1 и k = 1, 2, . . . , а также неравенства Бесселя
имеем:

‖x‖2L2(0,∞) =
∞∑
k=1

∫ 1

0

( ∫ 1

0

· · · f(u, ω1, . . . , ωk−1, t, ωk+1, . . . )

× rk(u) du dω1 · · · dωk−1 dωk+1 · · ·
)2

dt

6

(∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
) ∞∑
k=1

( ∫ 1

0

f(u, ω1, ω2, . . . , ωk, . . . )rk(u) du
)2

dω1 dω2 · · · dωk · · ·

6

(∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
)
f(u, ω1, ω2, . . . , ωk, . . . )2 du dω1 dω2 · · · = ‖f‖22 6 ‖f‖2∞.

Итак, (97) доказано, и, значит, x ∈ Z2
X . При этом Pf = Qx. Так как по усло-

вию X сепарабельно или максимально, то, как легко проверить, соответствую-
щим свойством будет обладать и пространство Z2

X . Кроме того, (Z2
X)× = Z2

X× .
Ввиду другого условия теоремы K : X → X. Таким образом, по теореме 25
получаем:

‖Pf‖X(Ω×[0,1]) = ‖Qx‖X(Ω×[0,1]) 6 C‖x‖Z2
X

= C sup
{∣∣∣∣∫ ∞

0

x(t)y(t) dt
∣∣∣∣ : ‖y‖Z2

X×
6 1

}
.

Так как оператор K ограничен также и в X×, то из соотношений (95), (96),
и опять теоремы 25 (но уже примененной к X×) следует:

‖Pf‖X(Ω×[0,1]) 6 C sup{|〈Qx,Qy〉| : ‖y‖Z2
X×

6 1}

= C sup{|〈Pf,Qy〉| : ‖y‖Z2
X×

6 1} = C sup{|〈f,Qy〉| : ‖y‖Z2
X×

6 1}

6 C sup{‖Qy‖X×(Ω×[0,1]) : ‖y‖Z2
X×

6 1} ‖f‖X(Ω×[0,1]) 6 CC ′‖f‖X(Ω×[0,1]).
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В итоге для всех f ∈ L∞(Ω× [0, 1]) выполнено неравенство

‖Pf‖X(Ω×[0,1]) 6 CC ′‖f‖X(Ω×[0,1]).

Так как по условию X сепарабельно или максимально, то, применяя стандарт-
ные рассуждения, заключаем, что проектор P ограничен в этом пространстве.
Кроме того, легко видеть, что его образ Im(P ) совпадает с образом Im(Q) опе-
ратора Q. Следовательно, подпространство Im(Q) (которое ввиду уже доказан-
ной первой части теоремы изоморфно Z2

X) дополняемо в X(Ω× [0, 1]), которое
изоморфно X. С другой стороны, очевидно, что X изоморфно дополняемому
подпространству пространства Z2

X . Так как X ⊕X (соответственно Z2
X ⊕ Z2

X)
изоморфно X (соответственно Z2

X), то в итоге, применяя метод декомпозиции
Пелчинского [17; с. 172], получаем изоморфность X и Z2

X . Теорема доказана.

Следующий результат, показывающий тесную связь между стохастическим
интегралом Пуассона (который является ключевым средством в конструкци-
ях [38; § 8] и [17; 2.f ]) и оператором Круглова K , доказан в [52].

Оператор стохастического интегрирования относительно симметризованного
процесса Пуассона (обозначим его через T ) определен на функциях, измеримых
на полуоси (0,∞) [17; с. 205–206]. Если f – функция на [0, 1], то Tf := T ′f−T ′′f ,
где

T ′f(u, v) :=
∞∑
k=1

χF ′k(u)
k∑
j=1

f(ϕ′j(v)) (u, v ∈ [0, 1]).

Здесь {F ′
k}k>0 – разбиение отрезка [0, 1] на попарно дизъюнктные подмноже-

ства, λ(F ′
k) = 1/(ek!), k = 0, 1, 2, . . . , а {ϕ′j}∞j=1 – последовательность неза-

висимых с. в., равномерно распределенных на [0, 1]. Подобным же образом
определяется и функция T ′′f , при этом соответствующие последовательно-
сти {F ′′

k }k>0 и {ϕ′′j }∞j=1 независимы относительно последовательностей {F ′
k}k>0

и {ϕ′j}∞j=1 соответственно. Таким образом, функции T ′f и T ′′f одинаково рас-
пределены и независимы. В случае функций f , определенных на (0,∞), рас-
смотрим функции fn := fχ(n−1,n) (n = 1, 2, . . . ). Тогда, если функции bn –

независимые копии fn, заданные на [0, 1], то по определению Tf :=
∞∑
n=1

Tfn,
где Tfn – независимые копии Tbn (n = 1, 2, . . . ).

С помощью оператора Круглова в [52] получена характеризация симмет-
ричных пространств X таких, что оператор T ограниченно действует из Z2

X

в X. Это усиливает результаты [38; § 8] (см. также [17; 2.f ]), где было найдено
достаточное условие: αX > 0.

Теорема 38. Если X – сепарабельное или максимальное симметричное
пространство на [0, 1], то оператор T ограничен из Z2

X в X тогда и толь-
ко тогда, когда оператор K ограничен в X .

Доказательство. Пусть сначала оператор T ограничен из Z2
X в X. Если f

определена на [0, 1], то последовательность {f(ϕ′j)}∞j=1 из определения опера-
тора T состоит из независимых с. в., имеющих то же распределение, что и f .
Следовательно (см. (33)), с. в. T ′f и K f одинаково распределены и, значит,
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выполнено ‖T ′f‖X = ‖K f‖X . Более того, ввиду независимости T ′f и T ′′f для
любого τ > 0

λ2{(u, v) : |Tf(u, v)| > τ} > λ2{(u, v) : |T ′f(u, v)| > τ и u ∈ F ′′
0 }

= e−1λ2{(u, v) : |T ′f(u, v)| > τ},

и, таким образом, согласно предложению 1 ‖K f‖X = ‖T ′f‖X 6 e‖Tf‖X . Итак,
если оператор T : Z2

X → X ограничен, то ограничен и оператор K : X → X.
Наоборот, предположим, что K : X → X ограничен. Если f определена

на [0, 1], то по предыдущему

‖Tf‖X = ‖T ′f − T ′′f‖X 6 2‖K f‖X . (98)

Пусть теперь функция f ∈ Z2
X произвольна. Так как операторы T ′ и T ′′ по-

ложительны, то ввиду определения T [17; с. 207] можно предположить, что f
неотрицательна. Обозначим fn := fχ(n−1,n) (n = 1, 2, . . . ). Легко видеть, что
существуют такие последовательности {gn}∞n=1 и {hn}∞n=1, что fn = gn + hn,

gnhn = 0 и
∫ n

n−1

gn(t) dt =
∫ n

n−1

hn(t) dt (n = 1, 2, . . . ). Поэтому, если f ′n :=

gn − hn, то |f ′n| = fn и
∫ n

n−1

f ′n(t) dt = 0, n = 1, 2, . . . .

Далее, пусть bn – определенные на [0, 1] независимые копии функций f ′n
(n = 1, 2, . . . ). По теореме 25 имеем∥∥∥∥ n∑

k=1

bk

∥∥∥∥
X

6 C

∥∥∥∥ n∑
k=1

f ′k

∥∥∥∥
Z2
X

= C

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Z2
X

. (99)

Кроме того, из определения T [17; с. 207] следует, что {Tfn}∞n=1 и {Tbn}∞n=1 –
две последовательности независимых симметрично распределенных с. в., а так-
же что Tfn и Tbn одинаково распределены для любого n = 1, 2, . . . . Поэтому
ввиду (98), (99) и ограниченности оператора K в пространстве X∥∥∥∥T( n∑

k=1

fk

)∥∥∥∥
X

=
∥∥∥∥ n∑
k=1

Tfk

∥∥∥∥
X

=
∥∥∥∥ n∑
k=1

Tbk

∥∥∥∥
X

=
∥∥∥∥T( n∑

k=1

bk

)∥∥∥∥
X

6 2
∥∥∥∥K

( n∑
k=1

bk

)∥∥∥∥
X

6 2‖K ‖X→X

∥∥∥∥ n∑
k=1

bk

∥∥∥∥
X

6 2‖K ‖X→XC

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Z2
X

6 2‖K ‖X→XC‖f‖Z2
X

(n = 1, 2, . . . ).

Так как X сепарабельно или максимально, то, применяя стандартные аргумен-
ты, заключаем, что оператор T : Z2

X → X ограничен. Теорема доказана.

Из теоремы 38 и теоремы 2.f.1(i) из [17] вытекает следующий результат.

Следствие 10. Если симметричное пространство X сепарабельно или
максимально и X ∈ K, то образ оператора стохастического интегрирова-
ния относительно симметризованного процесса Пуассона изоморфен прост-
ранству Z2

X .
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10. Гильбертовы подпространства симметричных пространств,
порожденные независимыми функциями

Задача описания подпространств симметричных пространств, порожденных
последовательностями независимых функций, рассматривалась во многих ра-
ботах (см., например, [34], [39], [84]). Покажем, что при ее решении весьма
эффективным образом может быть использовано свойство Круглова.

Пусть X – симметричное пространство на [0, 1]. Рассмотрим вопрос о том,
каким условиям должно удовлетворять X, чтобы каждая последовательность
независимых одинаково распределенных ненулевых функций из X натягивала
в нем гильбертово подпространство. Нетрудно показать [85; теорема 3.4], что
это эквивалентно существованию C > 0, для которого неравенство

C−1‖f1‖X
( ∞∑
k=1

a2
k

)1/2

6

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

akfk

∥∥∥∥
X

6 C‖f1‖X
( ∞∑
k=1

a2
k

)1/2

(100)

верно для любой такой последовательности {fk}∞k=1 ⊂ X и всех (ak)∞k=1 ∈
l2. Левая часть (100) выполнена в произвольном симметричном простран-
стве X [39; лемма 1, с. 52], так что с этой точки зрения интересна лишь его пра-
вая часть. Следующие необходимые условия для выполнения неравенства (100)
перечислены в [39; с. 71]:

(a) пространство X содержит пространство (exp L2)◦;

(b)
∫ 1

0

f1(x) dx = 0;

(c) f1 ∈ L2.
Первое из них – непосредственное следствие теоремы Родина и Семенова

(см. начало раздела 7 или [66]): достаточно в качестве fk взять функции Ра-
демахера. Так как fk одинаково распределены, то второе условие вытекает
из оценки

Cn1/2 >

∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
X

> E

∣∣∣∣ n∑
k=1

fk

∣∣∣∣ >

∣∣∣∣E n∑
k=1

fk

∣∣∣∣ = n|Ef1| (n ∈ N).

Проверим условие (c). Для произвольной последовательности независимых
одинаково распределенных функций {fk}∞k=1 ⊂ X положим: gk := f2k − f2k−1

(k = 1, 2, . . . ). Тогда gk симметрично и одинаково распределены и независимы.
Следовательно, для них также выполнено соотношение (100). Для каждого
a > 0 определим gk,a := gkχ{|gk|<a} и hk,a := gk − 2gk,a. Ввиду симметрично-
сти gk функции hk,a и gk одинаково распределены. Следовательно,

E

∣∣∣∣ n∑
k=1

gk,a

∣∣∣∣ =
1
2

E

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

(gk − hk,a)
∣∣∣∣ 6 E

∣∣∣∣ n∑
k=1

gk

∣∣∣∣ 6 C1n
1/2.

Положим σ2(a) := Eg2
1,a, и пусть γ – гауссовская с. в., Eγ = 0, Eγ2 = 1. То-

гда по центральной предельной теореме [50] lim
n→∞

E

∣∣∣∣n−1/2
n∑
k=1

gk,a

∣∣∣∣ = σ(a)E|γ|,
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откуда ввиду предыдущего неравенства находим, что σ(a)E|γ| 6 C1 для каж-
дого a > 0. Переходя к пределу при a → ∞, получаем: Eg2

1 < ∞, а значит,
и Ef2

1 <∞.
Чтобы сформулировать первый результат об условиях, достаточных для вы-

полнения (100), нам понадобятся некоторые обозначения из [39; § 3.2]. Для про-
извольных числовой последовательности a = (ak)∞k=1 и измеримой функции f

на [0, 1] положим

Qaf(t) =
∞∑
k=1

λ{s ∈ [0, 1] : |akf(s)| > t}, t > 0. (101)

Говорят, что функция f имеет свойство A2(X) (f ∈ A2(X)), если для каждой
a ∈ `2 пространство X содержит все функции g, удовлетворяющие условию:
λ{s ∈ [0, 1] : |g(s)| > t} 6 CQaf(t) (t > 0) для некоторого C > 0.

Теорема 39 [39; теорема 3.7]. Если симметричное пространство X имеет
свойство Круглова и {fk}∞k=1 – такая последовательность независимых оди-

наково распределенных функций, что f1 ∈ A2(X), f1 ∈ L2 и
∫ 1

0

f1(x) dx = 0,
то выполнено (100).

Доказательство последнего утверждения в [39; § 3.2] основывается на тео-
рии безгранично делимых распределений и весьма длинно и сложно. В то же
время, нетрудно видеть, что теорема 39 – непосредственное следствие ранее до-
казанной теоремы 25 (подробнее см. [85]). Здесь мы докажем другой результат
работы [85], демонстрирующий эффективность операторного подхода к реше-
нию подобного рода задач: будет сформулировано простое интерполяционное
условие, гарантирующее справедливость вложения X ⊂ A2(X).

Теорема 40. Пусть X – симметричное пространство на [0, 1], интерпо-
ляционное между пространствами L2 и L∞ , X ∈ K. Тогда для некоторо-
го C > 0 и всех последовательностей независимых одинаково распределенных

функций {fk}∞k=1 ⊂ X таких, что
∫ 1

0

f1(x) dx = 0, и произвольных (ak)∞k=1 ∈ `2
выполнено (100).

Доказательство. Для произвольной фиксированной последовательности
a = (ak)∞k=1 ∈ l2 определим линейный оператор Ta : S(0, 1) → S(0,∞) формулой

Taf(t) =
∞∑
k=1

akf(t− k + 1)χ(k−1,k](t).

Так как для каждой функции f ∈ L2 (соответственно f ∈ L∞) ‖Taf‖2 =
‖a‖2 ‖f‖2 (соответственно ‖Taf‖∞ = supk |ak| ‖f‖∞ 6 ‖a‖2 ‖f‖∞), то ввиду ра-
венств

ZL2
2 = L2(0,∞) и Z2

L∞ = L∞ ∩ L2(0,∞)

получаем, что

‖Taf‖Z2
L2

= ‖a‖2 ‖f‖2 (f ∈ L2[0, 1]),

‖Taf‖Z2
L∞

6 2‖a‖2 ‖f‖∞ (f ∈ L∞[0, 1]).
(102)
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Иначе говоря, Ta ограниченно действует из L2[0, 1] в Z2
L2

и из L∞[0, 1] в Z2
L∞

.
Для того чтобы “проинтерполировать” соотношения (102), распространив их
на произвольное симметричное пространство X ∈ Int(L2, L∞), нам потребу-
ются две интерполяционные леммы, которые мы здесь только сформулируем
(доказательство первой см. в [86; лемма 4], а второй – в [85; лемма 3.3]).

Лемма 18. Для произвольной банаховой пары (X0, X1) и любого парамет-
ра Φ вещественного K -метода справедливо следующее равенство:

(X0, X0 ∩X1)K
Φ = (X0, X1)K

Φ ∩X0.

Так как пара (L2, L∞) является K -монотонной [87], а X ∈ Int(L2, L∞), то
ввиду теоремы Брудного–Кругляка (см. раздел 2 или [22; теорема 3.3.20]) су-
ществует параметр Φ вещественного K -метода, для которого

X = (L2, L∞)K
Φ . (103)

Лемма 19. Если выполнено равенство (103), то с точностью до эквива-
лентности норм

Z2
X(0,∞) =

(
L2(0,∞), L∞(0,∞)

)K

Φ
∩ L2(0,∞).

Продолжим доказательство теоремы 40. Ввиду соотношений (102), а также
лемм 18 и 19 существует константа C1 > 0, зависящая лишь от пространства X,
такая, что для произвольных f ∈ X и a ∈ `2

‖Taf‖Z2
X

6 C1‖a‖2 ‖f‖X . (104)

С другой стороны, так как X ∈ K по условию, то мы можем применить тео-
рему 25. Поэтому для произвольной последовательности независимых функ-

ций {fk}nk=1 ⊂ X таких, что
∫ 1

0

fk(x) dx = 0 (k = 1, 2, . . . ), и любых n ∈ N

и a1, . . . , an ∈ R ∥∥∥∥ n∑
k=1

akfk

∥∥∥∥
X

6 β‖K ‖X→X

∥∥∥∥ n∑
k=1

akfk

∥∥∥∥
Z2
X

, (105)

где β > 0 – некоторая универсальная константа. Так как функции fk (k =
1, 2, . . . ) одинаково распределены, то аналогичное свойство имеют и функции
n∑
k=1

akfk и Tanf1, где an = (ank ), ank = ak (k 6 n) и ank = 0 (k > n). Таким

образом, из (104) и (105) вытекает, что∥∥∥∥ n∑
k=1

akfk

∥∥∥∥
X

6 C1β‖K ‖X→X‖f1‖X ‖a‖2, n = 1, 2, . . . .

Справедливость правой оценки в (100) следует теперь из стандартных рассуж-
дений.
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Следствие 11. Пусть X – такое симметричное пространство на [0, 1],
что неравенство (100) выполнено для любой последовательности одинаково

распределенных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X таких, что
∫ 1

0

f1(x) dx = 0.

Тогда существует такая константа C > 0, что для произвольной последо-
вательности одинаково распределенных дизъюнктных функций {gk}nk=1 ∈ X ,
‖g1‖X = 1, любых n ∈ N и ak ∈ R (k = 1, . . . , n) справедливо следующее нера-
венство: ∥∥∥∥ n∑

k=1

akgk

∥∥∥∥
X

6 C

( n∑
k=1

a2
k

)1/2

. (106)

В частности, ∥∥∥∥ n∑
k=1

akχ[(k−1)/n,k/n]

∥∥∥∥
X

6 CφX

(
1
n

)( n∑
k=1

a2
k

)1/2

. (107)

Доказательство. Нетрудно видеть, что существуют такие множества оди-
наково распределенных функций {g+

k }nk=1 и {g−k }nk=1, что |gk| = g+
k + g−k ,

g+
k g

−
k =0 и

∫ 1

0

g+
k (x) dx=

∫ 1

0

g−k (x) dx (k=1, . . . , n). Тогда функции g′k := g+
k − g

−
k

(k = 1, . . . , n) одинаково распределены и
∫ 1

0

g1(x) dx = 0. Пусть {fk}nk=1 – по-

следовательность независимых копий функций g′k. Тогда ‖f1‖X = ‖g′1‖X =
‖g1‖X = 1, и по теореме 40 для произвольных a1, . . . , an ∈ R∥∥∥∥ n∑

k=1

akfk

∥∥∥∥
X

6 C

( n∑
k=1

a2
k

)1/2

, (108)

где константа C > 0 зависит от X. Кроме того, по первой части теоремы 9 (см.
также [39; лемма 5, с. 14–15]) мы получаем:∥∥∥∥ n∑

k=1

akfk

∥∥∥∥
X

>
1
4

∥∥∥∥ n∑
k=1

akg
′
k

∥∥∥∥
X

=
1
4

∥∥∥∥ n∑
k=1

akgk

∥∥∥∥
X

. (109)

Неравенство (106) следует из (108) и (109), а (107) – частный случай (106).

Следствие 12. Если симметричное пространство X
6=
⊂ L2 и φX(u) = u1/2 ,

то существует последовательность одинаково распределенных независимых

функций {fk}∞k=1 ⊂ X ,
∫ 1

0

f1(x) dx = 0, которая натягивает подпростран-

ство в X , не изоморфное `2 .

Доказательство. Предположим, что каждая последовательность одина-

ково распределенных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X,
∫ 1

0

f1(x) dx = 0,

натягивает в X подпространство, изоморфное `2. Тогда ввиду замечания, сде-
ланного в самом начале раздела, а также следствия 11 выполнено неравен-
ство (107), эквивалентное следующему:∥∥∥∥ n∑

k=1

akχ[(k−1)/n,k/n]

∥∥∥∥
X

6 C

∥∥∥∥ n∑
k=1

akχ[(k−1)/n,k/n]

∥∥∥∥
L2
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где n ∈ N и ak ∈ R (k = 1, . . . , n) произвольны. Отсюда немедленно следует
включение L2 ⊆ X. Так как одновременно по условию следствия X ⊆ L2, то
X = L2, а это противоречит другому условию.

Замечание 12. В частности, если X = L2,q (1 6 q < 2) (определение см.
в разделе 2), то ввиду следствия 12 существует последовательность одинаково

распределенных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X,
∫ 1

0

f1(x) dx = 0, натя-

гивающая в X подпространство, не изоморфное `2. Тем самым, приведенные
в начале раздела условия (a)–(c) на симметричное пространство X не доста-
точны для того, чтобы неравенство (100) было выполнено для каждой после-
довательности одинаково распределенных независимых функций {fk}∞k=1 ⊂ X,∫ 1

0

f1(x) dx = 0. Это дает отрицательный ответ на вопрос, поставленный в кни-

ге [39; с. 71].
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